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Vorwort. 



Vor mehr als einem Jahre habe ich den Lesern dieses Journals die 
Mittheilung davon, dafs ich die Herausgabe desselben übernommen habe, in 
einer besonderen Anzeige gemacht, von der ich hier das Wesentliche noch 
einmal abdrucken lasse: 

Die Nachricht von dem am 6 ,en October v. J. erfolgten Tode des 
Gründers und bisherigen Herausgebers dieses Journals ist von der ganzen 
mathematischen Welt mit tiefem Bedauern aufgenommen worden. 

Was der Verstorbene als Gelehrter geleistet hat, dnrch seltene Vielsei- 
tigkeit und unermüdliche Thätigkeit, das möge an anderer Stelle seine Würdigung 
finden. Hier soll vor Allem von dem hohen Verdienst die Rede sein, welches 
sich derselbe durch Gründung des mathematischen Journals erworben bat 

Zu einer Zeit, wo es ungeachtet des glänzenden von Gaufs gegebenen 
Vorbildes nur wenige Mathematiker in Deutschland gab, die an der Erweite- 
rung ihrer Wissenschaft arbeiteten, und wo diese Wenigen, wenn sie nicht 
zu Akademien gehörten, sich mit ihren Abhandlungen nach dem Auslande 
wenden mufsten, um sie zu veröffentlichen — , zu solcher Zeit gründete Crelle 
sein Journal für Mathematik. Es gehörte hierzu nicht allein seine Begeiste- 
rung für die Sache, sondern auch seine Erkenntnis dafs die junge Genera- 
tion, die ihn umgab, Kräfte in sich schlofs, die in der mathematischen For- 
schung ein frisches Leben hervorrufen würden. 

Wenige Unternehmungen sind so zur rechten Zeit gekommen, wie 
Crelle'* Journal. Es wurde der Sammelplatz für die Arbeiten jener Männer, 
die vor einem Viertel- Jahrhundert der Mathematik einen neuen Aufschwung 
gaben, und wenn dieser Aufschwung überall als das Werk deutscher Wissen- 
schaft anerkannt wurde, so ist dies zum grofsen Theil der Vereinigung zu 
verdanken, in welcher die neuen Entdeckungen durch Crelle" s Vermittlung 
erschienen. Während eines Zeitraums von 30 Jahren hat das Creltesche 
Journal den schönen Beruf erfüllt, der Hauptrepräsentant der deutschen Ma- 
thematik zu sein, und ist hierin durch die thätige Beförderung der hohen 
Preufsischen Behörden wesentlich unterstützt worden. 

Eine für den Fortschritt der Mathematik so nützliche Zeitschrift hat 
der Herr Verleger derselben der Wissenschaft erhalten wollen. Als derselbe 
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in solcher Absicht mir den Antrag machte, die fernere Herausgabe zu be- 
sorgen, mnfste ich, von der Schwierigkeit dieses mühevollen Geschäfts und 
von der Unzulänglichkeit meiner Kräfte überzeugt, Anstand nehmen, dem 
Antrage zu entsprechen. Nachdem indefs meine geehrten Berufsgenossen, die 
Herren Steiner, ScheUbach, Kummer und Kronecker mir ihre gütige Mit- 
wirkung zugesagt hatten, habe ich, von dieser ausgezeichneten Mitwirkung 
unterstützt, die Herausgabe des Journals übernommen« 

Unter der neuen Redaktion wird das Journal sowohl seine üufsere 
Einrichtung beibehalten, als auch den Zwecken, die es bisher verfolgt hat, 
treu bleiben« Die Aufsätze, welche dasselbe seinen Lesern liefern wird, und 
deren Gegenstände aus allen Zweigen der reinen sowie der angewandten 
Mathematik und mathematischen Physik entnommen sein können, sollen Original- 
Untersuchungen enthalten, die entweder durch die Resultate, zu denen sie 
führen, oder durch die Begründung dieser Resultate nen sind. 

Die gegenwärtige Redaktion wendet sich an die bisherigen geehrten 
Mitarbeiter des Journals, an alle Mathematiker und namentlich an die Deutsch- 
lands vertrauensvoll mit der Bitte, durch Einsendung ihrer Arbeiten das Be- 
atehen eines für die Paehgenossen so nothwendigen Organs sicherzustellen. 
Sie kann nicht unterlassen, es zugleich auszusprechen, wie wünschenswert!) 
im Interesse des Unternehmens wie der Autoren es ist, dafs die Beitrüge den 
für Mittheilungen in Zeitschriften üblichen Umfang nicht übersteigen mögen, 
damit sich für den Druck derselben um so früher Platz finde. 

Möge das Journal künftig dieselbe Tbeilnabme finden, deren es sich unter 
dem früheren Herausgeber während so vteler Jahre zu erfreuen gehabt hat. 

Berlin, im Eebruar 1856. 



Indem ich gegenwärtig den ersten unter der neuen I^ed^ktion erschei- 
nenden Band des Journals dem mathematischen Publikum übergebe, habe ich 
als ein erfreuliches seit der Veröffentlichung obiger Anzeige eingetretenes 
Ereignifs anzuführen, dafs mein geehrter Freund Herr Weherstrafs als Mit- 
wirkender zu dem Unternehmen hinzugetreten ist. 

Schliefslich bemerke ich, dafs von dem vorliegenden 53 Iten Bande das 

erste Heft noch dem früheren Herausgeber, die drei folgenden Hefte, von 

Seite 103 beginnend der jetzigen Redaktion angehören. 

Berlin, am 1"" Mai 1857. 

Borchardt. 
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1. 

Zur Theorie der periodischen Kettenbrüche. 

(Von Herrn Dr. M. A. Stern, Professor der Mathematik an der Universität su Göttingen.) 



Bezeichnen x und y die kleinsten Werthe in ganzen Zahlen, welche 
der Gleichung 

(1.) x>-A? = 1 

genügen, wo A eine nicht quadratische ganze Zahl ist, so erhält man, wie 
bekannt, die Werthe von x und y, indem man ^A in einen periodischen 
Keitenbruch verwandelt. Man hat schon Tafeln berechnet, welche für jedes 
gegebene A, bis zu einer gewissen Grenze, die entsprechenden Werthe von 
x und y angeben. Namen»Iich hat Degen unter dem Titel „Canon Pellianus" 
eine solche Tafel herausgegeben, in welcher fflr alle Zahlen von 1 bis 1000 
nicht blofs die Werthe von x und y, sondern auch die Theilnenner (Quotienten) 
des Kettenbruchs und die Nenner der entsprechenden vollständigen Quotienten 
angegeben sind. Abgesehen von der Benutzung einiger wenigen Rechnungs- 
vortheile, sind diese Tafeln dadurch entstanden, dafs man direct für jede 
Zahl zuerst den Kettenbruch entwickeile, und dann aus diesem die Werthe 
von x und y berechnet hat. Das Folgende hat zunächst den Zweck ver- 
schiedene Abkürzungen anzugeben, die sich bei der Berechnung einer solchen 
Tafel, welche ich eine Pellische nennen werde, anbringen lassen; es werden 
sich hieraus verschiedene noch anerörterte Eigenschaften der periodischen 
Kettenbrüche ergeben. 

Ich werde zuerst zeigen, wie man, um x und y zu finden, statt den 
Kettenbruch zu reduciren, den man bisher hierzu angewandt bat, nur einen 
anderen anzuwenden braucht, welcher eine um die Hälfte kleinere Anzahl 
Theilnenner enthält. Alsdann werde ich die Frage erörtern, wie man, wenn 
für irgend eine Zahl der periodische Kettenbrucb, welcher ihre Quadratwurzel 
ausdrückt, bekannt ist, hieraus unmittelbar die periodischen Kettenbrflche finden 
kann, welche der Quadratwurzel unzählig vieler anderer Zahlen gleich sind, 
oder, kürzer gesagt, die periodischen Kettenbrflche, welche unzählig vielen 
andern Zahlen entsprechen. 

CreUe's Journal f. d. M. Bd. LIII. Heft 1. 1 
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Schon Euler hat gefunden, dafs es gewisse Zahlenformen giebt, für 
welche sich die entsprechenden Kettenbrfiche sofort angeben lassen and ich 
habe bereits in meiner „Theorie der Kettenbrache" (S. 191 etc. Bd. 11. S.331 ff. 
dieses Journals) bemerkt, dafs sich deren Zahl ins Unendliche vermehren lasse; 
indessen ist bis jetzt noch keine allgemeine Untersuchung dieses Gegenstandes 
bekannt geworden. 

1. 

Wenn a die gröfste in ^A enthaltene ganze Zahl bedeutet, so hat 
die Periode des dazu gehörenden Kettenbruchs entweder kein Mittelglied, so 
dafs die zwischen dem Anfang 8g Hede a und dem die Periode schliefsenden 
Gliede 2a enthaltenen Tbeilnenner in der Ordnung 

#19 #2 9 • • • #m> #m> • • • #2 9 #1 

auf einander folgen , oder es ist noch ein Mittelglied k vorhanden , so dafs 
die Reihe der auf einander folgenden Tbeilnenner 

#19 #29 • • • #wi* *9 #m> • • • #2 9 #1 

ist. Diese zwei Reihen werde ich die Periode des Kettenbruchs nennen 
und das folgende Glied 2a das Schlupfglied der Periode. Dagegen sollen 
die Glieder a M ä 2 , ... a m , welche sich in umgekehrter Ordnung wiederholen, 
die periodischen Glieder heifsen. Wie in früheren Untersuchungen werde 
ich durch a, a m den Zähler, durch ö m a m den Nenner des reducirten Bruchs 
bezeichnen, welcher den Werth des Kettenbruchs 

(20 «+— i 

*«4 



* + -....! 

a m 

angiebt. Wo es aber die Deutlichkeit nicht stört, werde ich zur Abkürzung 
a,a m =p; a^a m = qi a,a m _ t =p ; «„«^«j,; a 2 ,a m =gr, #29«i-i=/'i; 
# n a m _ 2 = r; a % , a m _ 2 = r i setzen. 

Man nehme nun zuerst an, die Periode habe ein Mittelglied, so dafs 
die Entwickelung von ^A mit den auf einander folgenden Tbeilnennern 

(3.) a, Oxy . . . a m , k, a m , . . . « t 

beginnt. Bisher hat man, um die Werthe von x und y zu finden, welche 
der Gleichung (1.) genügen, den der Reihe (3.) entsprechenden Kettenbruch 
reducirt. Ist nämlich X der Werth dieses reducirten Bruchs, so geben Zähler 
und Nenner desselben die gesuchten Werthe von x und y. Nun bezeichne 
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aber Y den Werth des redacirten Bruchs, welcher zu dem Kettenbrache (2.) 
gehört Nach bekannten Elementarsätzen ist 



(*7+?o)9 + Wo 
Seist man kq-\-2q = <j und berücksichtigt die Gleichung 

so hat man demnach 



* "= 9p? i 1 


r = 91* 

mithin 




x p 

y i 

d. b. 


_ i 

+ 7' 


(4.) X-Y = 


y 


Aus der Gleiefauog (1.) folgt 


yf 


X 2 -A = 

mithin nach (4.): 


1 

7* 


(5.) X = 


*(r- 



Um X zu finden , braucht man also nur Y zu berechnen , d. b. man braucht 
nur den der Aalben Periode entsprechenden Kettenbruch zu reduciren. 

Hat die Periode kein Mittelglied, so dafe die Entwickelung des Ketten- 
bruchs mit den Theilnennern 

(6.) a, a x , ... a m , a m9 ... a x 

beginnt, bezeichnet ÄJ, den dieser Reihe entsprechenden reducirten Bruch, 
x seinen Zähler, y {) seinen Nenner, während Y seine frühere Bedeutung 
behält, so findet man statt der Gleichung (4.) die Gleichung 

(7.) Ä _r_ ± *.i. 

Hier genügen aber auch, wie bekannt, x und y nicht mehr der Glei- 
chung (1.)* Um diese aufzulösen, mufs man vielmehr noch eine Periode 
hinzuziehen. Bezeichnet man den reducirten Werth des Kettenbruchs, dessen 
Theilnenner 

a, a 19 ... a m , a m , ... « Ä , 2a, a„ ... a m , a m , ... a t 



4 /• Stern, zw* Theorie der periodischen Kettenbrüche. 

sind, durch X, seinen Zähler durch x, seinen Nenner dnrch y, so sind x 
und y die Werthe, welche der Gleichung (1.) genügen; und da den Ketten- 
brach ein Hittelglied 2a hat, so hat man auch wieder nach (4.): 

*-*; = ±- 

y 

und zugleich X 1 — A = -j 

also auch 

X =*(*,+ ■£), 

d. h. man braucht auch in diesem Falle nur den halben Kettenbruch zu re- 
duciren. 

Es ergiebt sich hieraus noch Folgendes. Wenn man den Kettenbruch, 
welcher >/ A ausdrückt, bis zum letzten Gliede a t der 2nten Periode entwickelt, 
den entsprechenden reducirten Brach X 2m , seinen Zähler x, seinen Nenner y 
nennt, so hat man, wie bekannt, x 7 — Ay* — 1. Dieser Kettenbruch hat das 
Mittelglied 2a. Bezeichnet man daher durch X m den reducirten Werth des 
Kettenbruchs., welcher die Theilnenner bis zum letzten Gliede a, der nten 
Periode enthalt, so hat man nach (4.): 

X^m X m = ± — 9 

mithin auch X u = ^( X -f -p-) • 

Diese letzte Gleichung hat schon Serret gefunden. (Journ. des Math&n. 
T. 12. p. M8.) 

a. 

Aus dem Vorhergehenden folgen verschiedene Sätze, die ich hier so» 
sammenstelle, da später Gebrauch davon wird gemacht werden. Einzelnes ist 
schon bekannt, jedoch auf weniger einfache Art bewiesen. 

Die Periode des Kettenbruchs habe ein Mittelglied Ar. Setzt man wieder 
— statt X und — statt T, so folgt aus (5.): 

(8 .) iL = sliJal. 

Ist aber — jj> der vollständige Quotient, welcher zu k gehört, so ist be- 
kanntlich 

f-Af = ±D, 
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mithin 



und 



[,' - Äff - tf + Äff - A VipqJ = V 



Nimmt man aber den Werth Yon — ans (8.) und setst ihn in 

y 

** — A = — 

so erhalt man 



o« Kfe?T-'--S 



2^9 J / 

Aas dem Vergleich von (9. und 10.) folgt mithin, dafs er folgende Formeln 
tur Berechnung von x and y giebt, nemlich: 

dl.) r-^p., 

(12.) * = £M2!. 

Es sei /* die höchste Potenz einer Primzahl f, welche in D, wenn 
dies eine ungerade Zahl, oder in \D, wenn D gerade Zahl ist, enthalten 
ist. Da p und q keinen gemeinschaftlichen Factor haben, so mufs nach (11.) 
entweder p oder q durch f* theilbar sein. Im zweiten Falle könnte aber die 
Gleichung (12.) nicht bestehen, folglich wird 2p immer und q niemals durch 
D theilbar sein, mithin wird auch 2A immer durch D theilbar sein. Nun 
kann D nicht = 2 A sein, da es höchstens =2a sein kann; ist D = A, so 
mufs nach (12.) nothwendig p=*lD sein, wo / eine ganze Zahl ist. Hieraus 
folgt D = 2, sobald A eine Primzahl ist. Wäre nemlich D nicht = 2, so 
mfifste es —A sein, dann aber würde aus p 2 — Aq 2 =±D, PD — q* = + l 
oder 

f- AP = +1 

folgen. Nun kann diese Gleichung nicht mit dem oberen Zeichen bestehen, 
weil, wie bekannt, die Gleichung x 2 — Ay*=— 1 nicht lösbar ist, sobald der 
Kettenbruch, welcher der Zahl A entspricht, ein Mittelglied hat; die Glei- 
chung kann aber auch nicht mit dem unteren Zeichen bestehen, da q<C*', 
/<>*. Mithin kann D nur =2 sein. Die Primzahl A mufs aber in der 
Form 4n-f 3 enthalten sein; ist dagegen A eine Primzahl von der Form 
4n-f 1, so kann die Periode des entsprechenden Kettenbruchs kein 
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glied haben. Soll nemlich die Gleichung x 2 — Ay 2 =t Statt finden, wahrend 
^4 = 4n-fl ist, 80 mufs y gerade und x ungerade sein. Nach (12.) hatte 
man aber 

x B *(/ + Jf»), 

also mttfsten p and q beide ungerade Zahlen sein. Dann würde aber ans (11.) 
folgen, dafs y = pq, d. h. dafs y eine ungerade Zahl ist, mithin können die 
Gleichungen (11. und 12.) nicht Statt finden, sobald A eine Primzahl von der 
Form 4n-fl ist.* 

Berücksichtigt man die Gleichung p 2 — Aq* = ±Di so erhalt man 
noch aus (12.): 



(13.) x = 2£ + l 



oder 



(14.) x*=?4£±\. 



Iat also jDs=2, so ergiebt sich 

(15.) *=y + l = Aq 2 ±i 
und zugleich 

(16.) y = pq. 

Wie bekannt, mufs aber die Periode immer ein Mittelglied haben, sobald A 
eine Primzahl von der Form 4»-f3 ist, und dieses Hittelglied mufs, wie vor- 
her bewiesen wurde, gleich 2 sein. Die Formeln (15. und 16.) gelten also 
namentlich in diesem Falle. In diesem speciellen Falle hat schon Legendre 
den Zusammenhang zwischen x, y und p und q bemerkt (Tböorie des nom- 
bres T. 1. p. 66 ed. 3). 

3. 
Die Beschaffenheit des Hittelgliedes k ist bisher nicht vollständig unter- 

sucht worden. Es ist bekannt, dafs k nicht gröfser als jj sein kann, da J 

höchstens = a ist; die obigen Formeln fahren aber weiter. Vergleicht man 
nemlich die Formel (11.) mit dem in (§.1.) gefundenen Werthe ytasg.q 
und setzt wieder für g seinen Werth kq-l r 2q , so findet sich 



(17.) kq + 2q = \ 



Setzt man hier für p seinen Werth aq-\-q l$i so hat man 

(18.) {2a-kD)q = 2{q,D-q t ). 
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Nun ist y>y * folglich 2a — kD<C%D> und 

Das Mittelglied liegt also immer zwischen den Grenzen -jy — 2 und jj-, wenn 

2a VA4-J 

es nicht = ^- ist. Nennt man den anf T folgenden vollständigen Quo- 

VA4-J* 
tienten Z , so ist, wie bekannt, J-\-J'*=kD und, da J = J', 

(19.) * = £• 

Demnach kann das Hittelglied überhaupt nur D verschiedene Werthe haben, 
nemlich : 

2a 2(a— i) 2(a— 2) 2[fl— (D— 1)1 

pr. — B — > ft > ••• ^ — B ' 

und es folgt zugleich, dafs J nur einen der D Werthe 

a, a— 1, « — 2, . . . ö — D\ 1 

haben kann. 

Ist * = -£, so folgt aus (18.) 
Nun ist ^ > y n also auch y > /fy - Andererseits ist y == a m <fc\r , also 



2a 

y<C(«m4-l)^o (da r<yo)* mithin a m >D — 1, d. h. wenn k^jy, so ist 

der kleinste Werth, welchen der letzte periodische T heiin enner haben kann, 
nicht kleiner als D. 

Ist i<|? und s war k =. yT * so kann • alle Werthe von i==i 

bis i = D — 1 haben, und nach (18.) ist 

ig = q D — q^ 

also q <C^rD. Nun ist y > a m y > mithin a m <C-r Sobald also i den Werth 

\D erreicht, d. h. sobald das Mittelglied k nicht gröfser als fr — 'fi~* 

ist, kann der letzte periodische Theilnenner nur der Einheit gleich sein. 
Man darf diesen Satz jedoch nicht umkehren, indem der leiste periodische 
Theilnenner, auch wenn i < \D ist, = 1 sein kann. Dies ist z. B. bei der 
Zahl 759 der Fall, wo a = 27, Z>=11, *«4, also t = 5<£ ist, und 
dennoch ist a m = l. 
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Ist D = 2, so kann , dem Vorhergehenden zufolge , k nur = * oder 
&sa-l sein. Nun ist in diesem Falle x = \ (p 7 -\- Aq % ). Sobald -4 eine 
ungerade Zahl ist, müssen daher auch p nnd f ungerade Zahlen sein. Aus 
(17.) folgt aber 

(20.) * = £=22i, 

mithin wird k = a oder = a — 1 sein , je nachdem a eine ungerade oder 
eine gerade Zahl ist. Dies wird (nach §. 2.) namentlich immer dann ein« 
treten, wenn A eine Primzahl von der Form 4» -f 3 ist. Ist dagegen A eine 
gerade Zahl, so mufs auch p eine gerade Zahl, folglich q eine ungerade 
Zahl sein; mithin wird in diesem Falle k = a oder =a — 1 sein, je nach- 
dem a eine gerade oder eine ungerade Zahl ist. Es wird also überhaupt 
Ar = a oder = a — 1 sein, je nachdem A — a eine gerade oder eine ungerade 
Zahl ist. 

Nun folgt aus (18.), wenn man jD = 2 setzt: 

(21.) a-k = ik_ Ju 
J 9 9 

Diese Formel enthalt also folgenden Satz: 

Wenn das Anfangsglied des der Zahl A entsprechenden Kettenbruchs = a 
ist, die periodischen Glieder a 19 «b, ... a m sind, und D = 2 ist, so wird 
der Unterschied des doppelten Werthes des Ketlenbruchs 

i 



•«-1 + .. 1 

TT 



*i 



und des Kettenbruchs 



1 



«,+' 



entweder = oder = 1 sein, je nachdem A — a entweder eine gerade oder 
eine ungerade Zahl ist, d. h. dieser Unterschied wird immer =£(1— (— 1 )-*-•) 
sein. Man kann dies auch so ausdrucken : je nachdem A — a eine gerade 
oder eine ungerade Zahl ist , wird 2q = q t oder 2y = y -f ^ sein. 
Unter denselben Voraussetzungen folgt aus dem Obigen , dafs tf m «= 1 
oder a m > 1 sein wird, je nachdem k = a — \ oder A=a ist, d. h. je nach- 
dem A — a eine gerade oder eine ungerade Zahl ist. 
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Ist D eine ungerade Zahl, so kann nach (19.) das Mittelglied Ar nicht 

= 1 sein, und da k nicht > -^- sein kann, so kann * nicht < D sein. Setzt 

man daher a — sD-\-t, wo /</) (und auch =0 sein kann), so giebt es 
in der Reihe 

2« 2(a— 1) 2[a— {D— i)] 

/>' D ' B 

ntrr ah« ganze Zahl, nemlich ■ JT ; in diesem Falle ist also A = 2* nnd 
J = sD = a — t. 

Ist Z> eine gerade Zahl, so kann a nicht kleiner als \D sein, da k 

— 2a 

mindestens =1 and zugleich *<7r ist. Ist a = ±D, so ist A = l. Ist 



a>^Z> und man setzt a — *.£/)-(- f, wo /<Ci#(und auch = sein kann), 
so kann k nur einer der ganzen Zahlen gleich sein, welche in der Form -r^- 
enthalten sind, wo 1<D ist, oder, wenn man für a seinen Werth setzt, 



einer der ganzen Zahlen, welche in der Form $ — —fr enthalten sind. Man 

kann also /=/ oder l=±D-\-t setzen, d. h. k witd entweder ==* oder 
= * — 1 sein. 

Auch ergiebt sich noch Folgendes. Setzt man D = 2 a .h, wo h un- 
gerade ist, so ist nach (12.): 

2-.A 

Ist nun A eine ungerade Zahl, so mufs a = 1 sein, da 2A durch D theilbar 
ist, mithin müssen p und q ungerade Zahlen sein. Nach (17.) ist aber in 
diesem Falle 

woraus sich ergiebt, dafs k eine ungerade Zahl sein mufs; demnach wird 
k = s oder =* — 1 sein, je nachdem * eine ungerade oder eine gerade 
Zahl ist. 

Ist A eine gerade Zahl, so mufs auch p eine gerade, <i eine ungerade 
Zahl sein. Ist nun a=l, so ist -~ eine gerade Zahl, also auch k eine ge- 
rade Zahl, mithin A = * oder =*— 1, je nachdem s gerade oder ungerade 
ist. Ist dagegen a>l, so wird jedenfalls 2p durch D theilbar sein, man 

Crelle'i Journal f. d. M. Bd. Uli. Heft 1. 2 
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setze daher 2/r=2 Ä+ '.A' f wo ti eine ungerade Zahl ist. Dann folgt ans (17.): 

Mq-ftqo = — j- , 

also wird Ar eine gerade oder eine ongerade Zahl sein, je nachdem /?>0 
oder = ist. 

In dem besonderen Falle, Z>=4, kann k nw einen der vier Werthe 
±a, ±(a — \\ \a—\, ^(*— 3) haben, und swar ist * = ±a oder —±a—l, 
wenn a gerade, und Ar = ^(a— 1) oder =^(n — 3), wenn * ungerade ist. 
Da 2/? durch 4 tbeilbar ist, so mufs p eine gerade Zahl, y ungerade und 
also <4 durch 4 tbeilbar sein. Nun ist 

Ist also p in der Form 4n enthalten, so mufs k eine gerade Zahl sein, mit- 
hin k — \a oder = \a— 1, je nachdem a in der Form 4n oder 4*-f2 ent- 
halten ist, und k = \(a — \) oder =|(/i — 3), je nachdem n in der Form 
4n-f 1 oder 4#t-f 3 enthalten ist. Ist dagegen p von der Form 4n-{-2, so 
mufs k ungerade sein, also k = $a oder = £a — 1, je nachdem a in der 
Form 4it-j-2 oder An enthalten ist, und *=±(a — 3) oder »i(a-l), je 
nachdem a in der Form 4n-fl oder 4n-f 3 enthalten ist. Aus der Gleichung 
p 7 —A(/ 2 = ±4 folgt aber, dafs p in der Form 4n oder 4n-f2 enthalten ist, 
je nachdem A in der Form 8n-f 4 oder 8* enthalten ist. Demnach wird 
k=\a sein, wenn entweder ^=8n-f-4, a=4n ist, oder J = 8n, «=4n-f2. 
Ist .4 = 8w-f 4, <z = 4n-f2 oder A = Sn J a = 4n, so ist A = Ja— 1. Ist 
Jssdn-f 4, tf = 4n-fl oder -4 = 8*, a = 4n-f3, so ist Ar=±(a — 1), 
Ist 4 = 8#t-f4, a = 4n-f3 oder J=8n, a = 4n+l, so ist *=l(a— 3). 
D. h. es wird k = ±a, ±a— 1, 4(^—1), |(«— 3) sein, je nachdem bexOgiich 
±A—u in einer der Formen 4n-f 2, 4w, 4n-fl, 4n— 1 enthalten ist. 

Bei dieser Gelegenheit bemerke man noch Folgendes. Da, wie früher 
(§. 2.) bewiesen, 2p immer durch D tbeilbar ist, so mufs nach (11.) auch 
y durch (f theilbar sein. Sobald die Periode ein Mittelglied hat, kann daher y 
niemals eine Primzahl sein, ausgenommen wenn y=l, d. h. wenn die Periode 
entweder nur aus dem Mittelglied* k, oder aus den drei Gliedern 1, k, t 
besteht. 

4. 

Hat die Periode kein Mittelglied, so soll, wie früher angenommen 
wurde, x der Zftbler, y () der Nenner des reducirten Bruchs sein, welcher der 
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Reibe (6.) entspricht. Man bat alsdann 

(22.) x = pq+p l n , 

(23.) y n = <f+9l 
und 

(24.) a*-Ay* = -1. 

Aas der letzteren Gleichuog folgt aber, dafs y () eine ungerade Zahl 
sein mufs, da 3%-\-\ niemals durch 4 theilbar sein kann; mithin mufs eine 
der Zahlen q and q gerade, die andere ungerade sein. Aach ist 



und nach (§. 1.): 



also 



Nun folgt ans (24.) 



mithin 



x % A _ 1 

— & — — j- , 

7 



^ = ^+^ = 2^+1. 



s. 

Nach diesen Vorbereitungen soll nun die Frage beantwortet werden, 
wie, wenn man den periodischen Kettenbruch kennt, welcher einer gewissen 
ganzen Zahl A entspricht, alle ganzen Zahlen sich finden lassen, von der 
Beschaffenheit, dafs die ihnen entsprechenden periodischen Kettenbrache die- 
selbe Periode haben. 

Es sind hier zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem der Kettenbruch, 
welcher der Zahl A entspricht, ein Mittelglied hat oder nicht Im ersten 
Falle sollen also alle Zahlen gefunden werden, deren entsprechenden Ketten- 
brfiche dieselben periodischen Glieder und dasselbe Mittelglied enthalten, wie 
der Kettenbruch, welcher der gegebenen Zahl entspricht, oder, kürzer aus- 
gedrückt: alle Zahlen, welchen dieselben periodischen Glieder und dasselbe 
Hittelglied zukommen. Im zweiten Falle sollen alle Zahlen gefunden werden, 
deren entsprechenden Kettenbrflche dieselben periodischen Glieder, und zwar 

2* 
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ohne folgendes Mittelglied, enthalten, wie der Kettenbruch, welcher der ge- 
gebenen Zahl entspricht, oder kürzer: alle Zahlen, welchen dieselben perio- 
dischen Glieder, ohne folgendes Mittelglied, zukommen. 

Zur Beantwortung dieser Frage benutze ich einen Satz, welchen ich 
schon in meiner „Theorie der Kettenbrüche" erörtert habe. (S. 182 Bd. 11. S. 322 
dieses Journals.) Entwickelt sich nemlich yA in einen periodischen Ketten- 
bruch, dessen Anfangsglied b und dessen Periode 6 n b 2 , . . . b^ ist, so dafs 
* 1 = *^-.r, * 2 = 6 ll-2 , u.s.w. und ist das Schlufsglied der Periode b„ = 2b, 

so ist es nothwendig und hinreichend, dafs , ". " eine ganze Zahl ist, wenn 

A eine ganze Zahl sein soll. Man findet nftmlich durch eine leichte Reduction: 

b t9 b n 



(25.) A = * 2 -f 



b n b H ~i * 



also ist A eine ganze Zahl, wenn .*\ m eine solche ist. Weifs man umge- 

b t , 6„_i 

kehrt, dafs einer ganzen Zahl A ein periodischer Kettenbruch mit dem An- 
fangsgliede b, der Periode b t , & 2 , ... b„_ t und dem Schlufsgliede b n — 2b 

entspricht, so folgt, dafs *\ m eine ganze Zahl ist. Es ist aber 

0,,0ji_1 

*2» b n = b n .b 2> 6 w . l -j-*2, *„_*; 
nennt man nun g die ganze Zahl, welcher , *' * gleich sein soll, und setzt 

#i ? *,-i = <?, ä 2 , A„-t = d,b 2 tb n _ 2 = e, so ist 

(26.) cg-ib n = e. 

Betrachtet man nun in dieser Gleichung g und b n als unbekannte 
Gröfsen, während b t , A 2 , ... b H _ x , also auch c, d, e, bekannt sind, so lAfst 
sich, da c und d relative Primzahlen sind, die Gleichung immer in ganzen 
Zahlen auflösen. Ist 

(27.) cz - dv = 1 

und bezeichnen z' und t/ die kleinsten positiven Werthe von z und v, und 
k Null oder irgend eine ganze positive Zahl, so erholt man 

(28-) g = ez'±dk, 

(29.) b H = ev x ±ck, 

mithin, wenn ß n der kleinste positive Werth von b m ist, der sich aus. der 
letzten Formel ergiebt: 

(30.) *. = ß^ck. 
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Da aber b n = 26 und b eine ganze Zahl sein soll, so mufs man einen solchen 
Werth von h annehmen, dafs ß n -\-ch eine gerade Zahl ist. Unter dieser 
Beschränkung läfsi sich also sagen: Wenn es eine ganze Zahl giebt, deren 
entsprechender Kettenbruch die Periode 4 n 6 2 , ... *„_ t hat, so wird das 
Schlufsglied der Periode, einer der in der Form ß m -\-ch enthaltenen Werthe 
sein. Es wird aber alsdann jeder Kettenbruch, welcher, bei derselben Periode, 
ein in dieser Form enthaltenes Schlufsglied hat, und nur ein solcher, einer 

ganzen Zahl entsprechen, weil immer, und nur bei einem solchen, . '? " 

Wj 9 Ort— >1 

eine ganze Zahl ist. Hierdurch ist demnach die obige Frage gelöset. Sobald 
man eine Zahl kennt, deren entsprechender Kettenbruch eine gewisse Periode 
und ein gewisses Schlufsglied enthält, so kann man daraus alle ganzen Zah- 
len ableiten, welchen dieselbe Periode zukommt. Aus der bekannten Periode 
berechnet man zunächst den Werth von ß n , alsdann sind alle diese Zahlen 
nach (25.) in der Formel 

(31.) i(fl, + c*)*+ (A + C *>'+' = xß^chf + dk + M^. 

C v 

enthalten. Die kleinste dieser Zahlen werde ich die Grundzahl nennen. Ist 
ß m eine gerade Zahl, so ist das Anfangsglied des Kettenbruchs, welcher der 
Grundzahl entspricht, \ß n , mithin kleiner als ±c, während bei den folgenden 
Zahlen das Anfangsglied \{ß n -\-ch) jedenfalls gröfser als \c sein mufs, und 
zugleich gröfser als c, wenn c eine ungerade Zahl ist, weil man dann fOr h 
nur gerade Zahlen nehmen darf. Ist ß n eine ungerade Zahl, so mufs auch 
c ungerade sein, sonst könnte i(/?„ + ch) für keinen Werth von h eine ganze 
Zahl sein, für h dürfen nur ungerade Zahlen gesetzt werden. Das Anfangs- 
glied des Kettenbruchs, ' welcher der Grundzahl entspricht, wird also \{ß n -\c), 
d. h. > i c und <C c sein, während bei allen folgenden Zahlen das Anfangs- 
glied gröfser als c sein mufs. Ist ß„ = 0, was dann der Fall wird , wenn 
e = ist, so wird das zu der Grundzahl gehörende Anfangsglied \c oder c 
sein, je nachdem c eine gerade oder eine ungerade Zahl ist, und das zu den 
folgenden Zahlen gehörende Anfangsglied wird bezüglich gröfser als \c oder 
gröfser als c sein. Die Grundzahl hat also das characteristische Kennzeichen, 
dafs bei ihr das Anfangsglied des entsprechenden Kettenbruchs <Z±c, = ±c 
(und in einem Falle =c) oder >±c und <L±c ist, je nachdem ß n eine 
gerade Zahl, Null, oder eine ungerade Zahl ist, während bei den folgenden 
Zahlen das Anfangsglied in den zwei ersten Fällen > £ c, im letzten Falle ;> c 
sein mufs. Auch ergiebt sich ans dem Vorhergehenden, dafs bei den fol- 
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genden Zahlen überhaupt das Anfangsglied >\c oder >c sein mufs, je 
nachdem c gerade oder ungerade ist. 

Bei der Zahl 7 z.B. ist das Anfangsglied 2, die Periode 1, 1, 1. 
Hier ist c = 3, rf=2, «=1, mithin *' = 1* ^=1, #, = 1 und A„ = l-f-3A. 
Hier dürfen also für h nur ungerade Zahlen gesetzt werden. Der kleinste 
Werth von b m ist demnach 4, das entsprechende Anfangsglied 2, mithin ist 7 
die Grundzahl. Die übrigen Zahlen sind in der Form i(l+3Ä) a -f(l-f 3A)J-f | 
enthalten, also 32, 75, 136, ..., welche sfimmtlich die Periode 1, 1, 1 haben. 

Bei der Zahl 29 ist das Anfangsglied 5, die Periode 2, 1, 1, 2, also 
c = 13, <J=5, * = 2, ^ = 2, t>' = 5, #, = 10 und 6„ = 10-f 13A. Hier 
sind mithin für h nur gerade Zahlen zu setzen, oder Null. Der kleinste Werth 
von b n ist also 10, und das entsprechende Anfangsglied 5, demnach ist 29 
die Grundzahl. Aus der Formel i(10-f 13A)*+(10-f lSAJA + A ergiebt 
sich, dafs die folgenden Zahlen mit derselben Periode 338, 985, . . . sind. 

Enthält die Periode nur ein Glied k, welches also zugleich das Mittel- 
glied ist, so hat man c — k, rf=l, e = 0. Dies ist z. B. bei der Zahl 2 
der Fall. Das Anfangsglied ist 1, und die Periode besteht aus dem einzigen 
Gliede 2. Es ist also *' = 1, t/=l. Da aber e = 0, so ist ** = 2A, also 
2 der kleinste Werth von b n ; das entsprechende Anfangsglied ist 1, und 2 
ist mithin die Grundzahl. Die folgenden Zahlen ergeben sich aus der Formel 
A'-f A und sind 6, 12, 20 ... 

In Beziehung auf die Grftfse v\ von welcher der Werth von b n ab- 
hangt, ist noch zu bemerken, dafs man, um sie zu finden, nicht nöthig hat, 
die Gleichung (27.) noch besonders aufzulösen, sondern dafs es hinreicht die 
Gröfsea c, d zu kennen. Erwägt man nerolich, dafs & i9 6„_a=A a , b nmml = d 

ist, so zeigt sich, dafs der Näherungswert, welcher -r vorausgehl, — ist. 

Nimmt also 4- eine gerade Stelle ein, d. h. ist die Anzahl der Theilnenner 
A,, 62, ... b n ^ 1 eine gerade Zahl, so hat man 

ce — dd ass I, 

mithin z'~e; r' = <£ Ist dagegen die Anzahl dieser Theilnenner unge- 
rade, also 

ce—dd a=s —1, 

so ist z'~d — e, v'sssc—d. Mithin ist, je nachdem n — \ eine gerade 
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oder eine ungerade Zahl ist, 

b m = de±ch y 

oder 

b m = (c — d)e±ch. 

6. 

Nach diesen allgemeinen Betrachtangen wird es zweckmflfsig sein, die 
zwei Ffille zu trennen, je nachdem die Periode ein Mittelglied enthält oder nicht. 

Behält man die in (§. 1.) eingeführte Bezeichnung bei, und nimmt zuerst 
an, dafs die Periode kein Mittelglied enthalt, und die periodischen Glieder 
a„ 4h, ... a m sind, so hat man c=*=y 2 -f fj; d = qq x -f q p t ; e=*q\-\-p\. 
Nach (§. 4.) ist also c eine ungerade Zahl. Ist ß n gerade, so mufs man 
in (30.) für h Null oder alle geraden Zahlen setzen. Setzt man ß n = 2a, 
so ist m das Anfangsglied des Kettenbruchs, welcher der Grundzahl entspricht; 
setzt man noch 2h statt h, so dafs man nun fflr h Null oder alle ganzen 
Zahlen zu nehmen hat, so ist die allgemeine Form des Anfangsgliedes a\ch. 
Ist ß n ungerade, so mufs man fflr h alle ungeraden Zahlen annehmen. Man 
setze daher 2A-fl statt h und nehme wieder für h Null oder alle ganzen 
Zahlen an. Das Anfangsglied des Kettenbruchs, welcher der Grundzahl ent- 
spricht, ist also i(/9 N -j-c), dies setze man wieder =a; dann ist die allge- 
meine Form des Anfangsgliedes a-\-ch. 

Bezeichnet man daher durch A h die Ate auf die Grundzahl folgende 
Zahl in der Reihe der Zahlen, welchen die periodischen Glieder a*, a^ . . . a n 
zukommen, so ist nach (31.): 

(32-) A = (*+chf + 2(a + ch)± + ^, 

und wenn man die Werthe von c, d, e berücksichtigt: 

(33.) A h = [( fl + gA )?+?,] > +[(fl+e*)9o +/»,]' 

• 

Sobald bei einer Zahl A h das Anfangsglied des* entsprechenden Ketten- 
bruchs, d. h. die gröfste in ^A h enthaltene ganze Zahl, bekannt ist, weife 
man auch die wievielte nach der Grundzahl sie sei. Dividirt man nemlich 
das Anfangsglied durch c, und nimmt die gröfste in diesem Quotienten ent- 
haltene ganze Zahl, so ist es die gesuchte Zahl, da das Anfangsglied =a^ch 
und a<Cc ist. Fflr die Zahl 985 z.B. ist das Anfangsglied 31, und c = 13, 
wie oben gefunden wurde. Die Zahl 985 ist daher die zweite nach der 
Grundzahl } wie ebenfalls schon oben gefunden wurde. 
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Hat die Periode ein Mittelglied k und siod die periodischen Theil- 
nenner wieder a i9 dfe, . . . <* mJ so isl c = (kq -f 2q ) q ; d = (kq+q )q l -\-qp l i 

Ist ß H ungerade, so mufs auch c ungerade sein, wie schon froher 
bemerkt; und in der Formel b n = ß n -\-ch dürfen für h nur ungerade Zahlen 
gesetzt werden. Schreibt man daher 2A-f 1 statt h und nimmt ffir h alle 
ganzen Zahlen, so wird das Anfangsglied des Kettenbruchs, welcher der Grund- 
zahl entspricht, ±(/9„-f c )<> wofür man wieder a setzen kann; die allgemeine 
Form des Anfangsgliedes ist wieder a-\-ch. 

Ist ß n gerade und c ungerade, so mufs man für h Null, oder alle 
geraden Zahlen setzen. Man nehme daher 2h statt A und setze fflr h Null, 
oder alle ganzen Zahlen» Hier ist das Anfangsglied des Kettenbruchs, welcher 
der Grundzahl entspricht, ±ß m , wofür man a setze, die allgemeine Form des 
Anfangsgliedes ist wieder a-\-ch. 

In diesen zwei Fallen hat man mithin, wenn wieder A h die Ate auf 
die Grundzahl folgende Zahl bedeutet: 

(34.) A h = {m + ckf + 2(m + *)± + ± 

und es lfifst sich in derselben Weise wie früher angeben, die wievielte nach 
der Grundzahl eine gewisse Zahl ist. 

Ist ß m gerade, und zugleich c gerade (was immer der Fall sein wird, 
wenn k gerade ist), so ist wieder das Anfangsglied des Kettenbruchs, welcher 
der Grundzahl entspricht, ±ß n =*a, die allgemeine Form des Anfangsgliedes 
ist a\\c.h und 

(35.) A h = {a\\c.Kf\2{a\\c.h)±\^ 

Hier ist a<i\c. Man findet also die wievielte Zahl nach der Grundzahl A h 
sei, indem man das Anfangsglied durch ±c dividirt und die gröfste in dem 
Quotienten enthaltene ganze Zahl nimmt. 

Die vorhergehenden Formeln gelten auch noch, wenn ß n = 0, nur 
darf man dann dem A nicht mehr den Werth Null geben; es bedeutet also 
dann A h die Ate Zahl, die Grundzahl als erste gerechnet. 

Die obigen Resultate enthalten demnach eine wesentliche Abkürzung 
der Berechnung einer JfV/f sehen Tafel. Man braucht nur denjenigen Ketten- 
bruch direct zu suchen, welcher der Grundzahl entspricht; dann findet sich 
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daraus eine unendliche Zahlenreihe, welche entsprechende Kettenbrüche mit 
der gleichen Periode haben, und deren Anfangsglieder durch die Formel (30.) 
bestimmt werden. Aus den Formeln des vorigen Paragraphen sieht man, dafs 
diese Zahlenreihe eine arithmetische Reihe zweiter Ordnung ist; man wird 
also diese Formeln nur dazu nöthig haben, um die ersten zwei auf die Grund- 
zahl folgenden Zahlen zu finden, die übrigen finden sich einfacher durch die 
ersten und zweiten Differenzen. Diese Formeln zeigen aber zugleich, dafs 
die einzelnen Zahlen der Reihe, selbst wenn die Periode des entsprechenden 
Kettenbruchs aus einer nur mäfsigen Anzahl Glieder besteht, und wenn auch 
diese Glieder, einzeln genommen, klein sind, dennoch weit von einander ab- 
stehen, und dafs dieser Abstand mit der Anzahl und Gröfse der Glieder der 
Periode rasch zunimmt. So z. B. ist die Zahl 61 die Grundzahl der Zahlen- 
reihe, welcher die periodischen Glieder 1, 4, 3, 1,2 zukommen (ohne Mittel- 
glied). Berechnet man nach der Formel (32.) die nächste auf die Grund- 
zahl folgende Zahl, so findet man 14537522; die Zahl 61 ist also unter den 
ersten 14 Millionen, die einzige welcher die periodischen Glieder 1, 4, 3, 1, 2 
(ohne Mittelglied) zukommen. Die practische Bedeutung dieser Abkürzung 
der Berechnung der P^/f sehen Tafel wird daher besonders dann sich zeigen, 
wenn die Tafel weit fortgesetzt werden soll. Eben das gilt auch von den 
weiter zu erörternden Abkürzungen. 

8. 
Wie schon im Eingange erwähnt, enthält die Degen 1 sehe Tafel auch 
die Nenner der vollständigen Quotienten, aus welchen sich die Glieder des 
Kettenbruchs ergeben. Auch diese Nenner lassen sich für jede Zahl A h un- 
mittelbar finden, sobald man sie für die Grundzahl kennt. Gesetzt der 
Kettenbruch, welcher der Grundzahl A entspricht, habe das Anfangsglied a, 

auf welches die Glieder a t , a 2 , . . . a iy a, +1 , u. s. w. folgen, man kennt den 

VA4-J 
Nenner D des vollständigen Quotienten — jj— , aus welchem man a i+1 findet, 

VAh 4- Jh 
man sucht den Nenner D h des vollständigen Quotienten r „ ' — , aus welchem 

man in der Entwicklung von -\'A h dasselbe Glied « l+ , findet. Es sei a\fh 
(wo f=c oder —\c ist), das Anfangsglied des Kettenbruchs, welcher A h 
entspricht. Dann ist 

(a, Uif — J.(a n ö,) 2 = [n.a^ai + 02, «*,]* — A.(u n atf = ±D, 
[(a+f.k)a n ö/i^, a,f — A h (a^ atf = ±D h , 

Crelle's Journal f. d. M. Bd. Uli. Heft 1. 3 
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mithin 

±(D h -D) = [2/».a, *,+/*** .<*„*- (A h -A)a„a i ]a l ,a i . 

Erwägt man nun, dafs A h = (* + /%)* + 2 («+ft> rf +« , ^ = o 2 + ?^ 
ist, so findet sich durch eine einfache Reduction: 

±{D h —D) = 2fha i ,a i (* l ,a i — — n M «ri). 

Die Nenner der vollständigen Quotienten, welche denselben Theilnenner des 
Kettenbruchs geben, bilden also eine einfache arithmetische Reihe. 

Es wurde z. B. oben gefunden, dafs 29 eine Grandzahl, die nächst 
folgende Zahl 338 ist, ferner a = 5, f=13, d = 5, e=13. Die Periode 
besteht aus den Gliedern 2, 1, 1, 2. Man weifs, dafs bei der Grundzahl der 
Nenner des vollständigen Quotienten, aus welchem sioh der zweite Theil- 
nenner 1 ergiebt, =5 ist, und sucht den entsprechenden Nenner für die 
Zahl 338, dann ist, da a t , a,==3; a 2 , a t = \ (ohne Röcksicht auf das 
Zeichen) : 

D x -D = 2.13.3(1 — ^) = 12, 

also 

D x = 17. 

Für die nächst folgende Zahl 985 ist das entsprechende Z? 2 =5-|-2.12=29 d.s. w. 

9. 

Die Erörterungen in (§. 5.) enthalten zugleich die Beantwortung fol- 
gender Frage: Ist eine Zahlenreihe gegeben, so zusammengesetzt, wie es die 
Periode eines Kettenbruchs, welcher einer ganzen Zahl entspricht, sein mufs, 
so dafs also in dieser Zahlenreihe 6 f , 6 2 , ... b n _ t , die gleich weit von Anfang 
und Ende abstehenden Zahlen, einander gleich sind, giebt es dann ganze Zah- 
len, deren entsprechender Kettenbruch eine aus dieser Zahlenreihe bestehende 
Periode enthält? 

Jedenfalls läfst sich nemlich die Gleichung (26.) auflösen, und für g 
und b n lassen sich ganze Zahlen finden ; für solche Werthe von b n wird also 

b b 
. % \ n eine ganze Zahl sein. Nennt man nun die Zahl, welcher der Ketten- 

bruch mit der Periode b t , b 2 , . . . b Hmml und dem Schlufsgliede b n entspricht, A, 
so hat man nach (25.) 
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Je nachdem also für b n gerade Werthe gefunden werden können, oder nicht, 
wird A eine ganze Zahl sein, oder nicht. Setzt man aber b n — 2b, so heifst 
das, es giebt ganze Zahlen, welchen die Periode A n ... b^ zukommt, oder 
nicht, je nachdem für g nnd b ganze Zahlen gefunden werden können, welche 
der Gleichung 

cg — 2db = e 

genügen, oder nicht. Diese Gleichung kann aber immer in ganzen Zahlen 
aufgelöset werden, wenn c eine ungerade Zahl ist, da c und d keinen ge- 
meinschaftlichen Factor haben, oder wenn zugleich c und e gerade Zahlen sind; 
sie ist dagegen nicht lösbar wenn c gerade und zugleich £ ungerade ist. Nun 
wurde schon früher bewiesen (§. 6.), dafs c eine ungerade Zahl sein mute, 
wenn die einer ganzen Zahl zukommende Periode kein Hittelglied hat; man 
hat also folgende einfache Regel: Wenn die Reihe £ n ... b n _ t kein Mittel- 
glied hat, so wird sie die Periode einer ganzen Zahl sein, oder nicht, je nach- 
dem c eine ungerade oder eine gerade Zahl ist, d. h. je nachdem von den 
zwei Zahlen q und q die eine gerade, die andere ungerade ist, oder beide 
ungerade sind. Hat dagegen die einer ganzen Zahl zukommende Periode ein 
Mittelglied, so folgt aus den in §. 6. gefundenen Werthen von c und e, dafs 
c eine ungerade Zahl ist, wenn k und q beide ungerade Zahlen sind ; ferner 
werden c und e beide gerade Zahlen sein, wenn k eine gerade Zahl ist (da 
q und q x nicht zugleich gerade Zahlen sein können), dagegen wird c gerade 
und e ungerade sein, wenn q eine gerade, k eine ungerade Zahl ist. Hat also 
die Reihe 6 t , ... b n _ t ein Mittelglied, so wird sie immer die Periode einer 
ganzen Zahl sein, wenn dieses Mittelglied eine gerade Zahl ist; ist es eine 
ungerade Zahl, so wird die Reihe die Periode einer ganzen Zahl sein, oder 
nicht, je nachdem q eine ungerade oder eine gerade Zahl ist. 

10. 

Eine weitere Abkürzung der Berechnung einer P*//'schen Tafel er- 
giebt sich aus der Bemerkung, dafs jede Grundzahl nicht blofs der Anfang 
einer einzigen Zahlenreihe, sondern unzählig vieler Zahlenreihen ist, welche 
die Eigenschaft haben, dafs die in jeder Reihe enthaltenen Zahlen entspre- 
chende Keltenbrflche mit derselben Periode haben, ja dafs Oberhaupt jede 
(nicht quadratische) ganze Zahl eine Grundzahl für unzählig viele Zahlen- 
reihen ist. 

Man nehme wieder an, die Zahl A sei die Grundzahl aller Zahlen, 

3* 
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welchen Kettenbrüche mit der Periode 

(36.) a 19 a 2 i ... a 2 , a t 

entsprechen, das Anfangsglied des der Zahl A entsprechenden Kettenbruchs sei a, 
so kann man A auch offenbar als eine Zahl ansehen, welcher die Periode 

(37.) #!, a 2 , • •• <h-> a i-> 2a, ö n 4n ••• *2i a i 
zukommt. Sie mufs zugleich die Grundzahl aller Zahlen sein, welchen diese 
Periode zukommt. Gäbe es eine kleinere Zahl B, welcher dieselbe Periode 
zukäme, und wfire b das Anfangsglied des Kettenbruchs, welcher B entspricht, 
so wäre b<C.a, also 2a>2b} d.h. unter den Theilnennern des Kettenbrochs 
käme einer vor, welcher gröfser als das Doppelte des jfnfangsgliedes wäre; 
was, wie bekannt, unmöglich ist. Man kann mithin nach dem froheren Ver- 
fahren, aus dem bekannten Kettenbruche, welcher der Zahl A entspricht, die 
unendliche Zahlenreihe berechnen, welcher die Periode (37.) zukommt* Diese 
Zahlenreihe soll die zweiperiodische heifsen, im Gegensatze zu der Zahlen- 
reihe, welcher die Periode (36.) zukommt, und die einperiodische heifsen 
soll. Der einperiodischen Zahlenreihe kommt also eine Periode mit oder ohne 
Mittelglied zu, während die Periode der zweiperiodischen Zahlen immer ein 
Mittelglied 2a hat. Man sieht leicht, wie sich diese Betrachtungen weiter fort- 
setzen lassen. Die Zahl A ist nemlich auch die Grundzahl der dreiperiodischen 
Zahlenreihe, welcher die Periode 

(38.) #i, Ü2, ... a 2 , 0i, 2a, a x , Oj, ... #2, äi, 2a, a i9 ö 2 , ... ä*, a x 

zukommt, und diese Periode wird ein Mittelglied oder keines haben, je nach- 
dem die Reihe (36.) ein solches hat, oder nicht bat. Indem man so fortfährt, 
kann man demnach fellgemein A als die Grundzahl einer n periodischen Zah- 
lenreihe ansehen, und dieser Zahlenreihe kommt immer eine Periode mit einem 
Mittelgliede zu, wenn n eine gerade Zahl ist, während sie, wenn n ungerade 
ist, ein solches enthalten, oder nicht enthalten wird, je nachdem das eine oder 
das andere bei der Reihe (36.) der Fall ist. 

Aber auch jede Zahl aus jeder dieser Zahlenreiben kann wieder als die 
Grundzahl unzählig vieler Zahlenreihen angesehen werden. Man nehme z. B. 
eine Zahl A h , welcher die Periode (36.) zukommt, das Anfangsglied des ihr 
entsprechenden Kettenbruchs wird also in der Form a\fh enthalten sein. 
Nun kann man die Zahl A h auch als eine solche ansehen, welcher die Periode 

(39.) n n Oj, ... a 2 , a n 2a\2fh, a„ äj, ... o,, a x 
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zukommt, und zwar zeigt das schon oben angewandte Raisonnement, dafs sie 
die Grundzahl aller Zahlen sein mufs, welchen diese Periode zukommt. Man 
kann mithin wieder ans dem bekannten, der Zahl A h entsprechenden Ketten- 
bruche, alle Zahlen ableiten, welchen die Periode (39.) zukommt. Eben so 
kann man aber auch A h als die Grundzahl der Zahlenreihe ansehen, welcher 
die Periode 

(40.) 0i, «29 • • • #29 #n 2« -{- 2fh, « t , 4» • . . «^ a n 2a -f 2/7#, u v , (h, ... *i 2 , a x 

entspricht, und indem man so fortfährt, ergiebt sich, dafs A h die Grundzahl 
unzählig vieler Zahlenreihen ist. Insofern mithin jeder ganzen (nicht quadra- 
tischen) Zahl eine gewisse Periode zukommt, ist auch jede solche Zahl die 
Grundzahl unzählig vieler Zahlenreihen; woraus zugleich folgt, dafs die An- 
zahl der Grundzahlen unendlich grofs ist. 

Unter der Voraussetzung, dafs sich die Periode (36.) nicht wieder auf 
eine einfachere zurückführen läfst, wie (37.) auf (36.), werde ich die Grund- 
zahl, welcher die Periode (36.) zukommt, die Urzahl aller Zahlen nennen, 
die in den daraus abgeleiteten Zahlenreihen enthalten sind. 

Eine solche Urzahl ist z. B. die Zahl 2, deren entsprechender Ketten- 
bruch die Theilnenner 1, 2, 2, 2, ... enthält. Hier ist n = l, betrachtet 
man den nächst folgenden Theilnenner 2 als das Scblufsglied der Periode, so 
ist hier die Periode (36.) gar nicht vorhanden, oder die einperiodische Zah- 
lenreihe hat eigentlich gar keine Periode. Unter dieser Voraussetzung ist 
0=1, rf=0, e = i; die allgemeine Form des Anfangsgliedes ist i-\-h, und 
die einperiodische Zahlenreihe ist nach (34.) 

5, 10, 17, 26, . . . 

Stellt man sich dagegen vor, dafs der zweite Theilnenner 2 das Scblufsglied 
ist, so enthält die Periode den einzigen Theilnenner 2, also £ = 2, 4=1, 
6 = 0, und die zweiperiodische Zahlenreihe ist 

6, 12, 20, ... 

Betrachtet man die zwei Theilnenner "2, 2, als die Periode, also den dritten 
Theilnenner 2, als das Scblufsglied, so ist c=5, d—2, e=l und die drei- 
periodische Zahlenreihe ist 

41, 130, 269, 458, ... 

U. 8. W. 

Nimmt man nun z. B. aus der einperiodischen Zahlenreihe die Zahl 5, 
so kann man dieselbe wieder als die Grundzahl der Zahlenreihe ansehen, 
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welcher die Periode 4 zukommt, und erhält so die Zahlenreihe 

18, 39, 68, 105, . . . 

Betrachtet man dagegen 5 als die Grundzahl der Zahlenreibe, welcher die 
Periode 4, 4 zukommt, so erhalt man die Zahlen 

370, 1313, 2834, . . . 

o. s. w. Die zu allen diesen Zahlen gehörenden Kettenbrache sind also be- 
kannt, sobald man den zur Urzahl 2 gehörenden Kettenbruch kennt. 

11. 

Eine andere wesentliche Abkürzung der Berechnung einer Peitschen 
Tafel ergiebt sich aus folgendem Satze: 

I. Wenn es eine Grundzahl A giebt, welcher die periodischen Glieder 

(41.) «!, äj, ... a m 

ohne folgendes Mittelglied zukommen und es ist a x ;> 1 , so giebt es 
auch eine Grundzahl B, welcher die periodischen Glieder 

(42.) 1, a, — 1, Oj, ... a m 

ohne folgendes Mittelglied zukommen, und umgekehrt. 

IL Wenn es eine Grundzahl A giebt, welcher die periodischen Glieder (41.) 
nebst einem folgenden Mit feig Hede k zukommen, so giebt es auch eine 
Grundzahl B, welcher die periodischen Glieder (42.) nebst dem folgen- 
den MiUelgKede k zukommen, und umgekehrt. 

Man nehme zuerst an, der Grundzahl A komme die Reihe (41.) ohne fol- 
gendes Mittelglied zu, das Anfangsglied des entsprechenden Kettenbrucbs sei a. 
Berücksichtigt man die in (§. 6.) bestimmten Werthe von c, d, e, so folgt 
aus der Gleichung (26.), dafs es eine ganze Zahl g giebt, welche durch die 
Gleichung 

(43.) g = 2 «<Wi+^>+??+P? 

bestimmt wird. Nun setze man för den Augenblick a, — 1 , a 2 = ^ — 1, 
a s = H2, ••• a M+ i = ö m , so dafs die Reihe (42.) in 

(44.) o,, «„,... a m+l 

Obergeht. Es sei « k , a m+1 = Q; o, , « m = Q ; o, , c m+1 = Q x ; a% , a n = P, ; 
so ist = y; 0ü= ft; <?i— q — Vi', Pi = qo — Pi- 



/. Stern, zur Theorie der periodischen Kettenbrücke. 23 

Zunächst siebt man also, dafs die Reibe (44.) die Reibe der perio- 
dischen Glieder einer ganzen Zahl B ist, da von den zwei Zahlen Q 
und Qu die eine gerade, die andere ungerade ist (§. 9.)« Setzt man nur 

? 2 +?o+ tf+tf— S(9fi+fo#>i)=«V so ist c^*?; J'=c— df e!*=c+e—2d 9 
und nennt a das Anfangsglied des der Zahl B entsprechenden Kettenbruchs, 
so giebt es eine ganze Zahl G, welche durch die Gleichung 

bestimmt wird, nemlich 

g _ 2a i i I *?+rf-»(«+Wwt+fti»i) 

Setzt man nun a=t — («-f 1) wid berücksichtigt die Gleichung (43.)* 
so zeigt sich, dafs i==A(y 2 -f <fc) sein mufs, wo h jede ganze positive Zahl 
bedeuten kann. Daher ist a noth wendig in der Form A(y 2 -}-^) — (o-\-i) 
==äc — (a-f 1) enthalten. Um also das Anfangsglied zu erhalten, welches 
der Grundzahl B zukommt, mufs man den kleinsten positiven Werth von 
Ac — (ö-fl) nehmen. Nun kann aber nicht a-f 1 = c sein, denn wäre dies, so 
mflfste das gesuchte Anfangsglied mindestens =2c — (a -f- 1 ) = c sein, während 
nach der Voraussetzung das Anfangsglied kleiner als c sein mufs, da e nicht 
Null ist (§. 5.). Mithin ist c — (a-fl)>>0 und also das Anfangsglied des 
Kettenbruchs, welcher der Grundzahl B entspricht, —c — (a-f 1). 

Die Zahlen A und B sollen conjugirte Grundzahlen heifsen, und 
zwar die Zahl A, bei welcher das erste periodische Glied gröfser als die 
Einheit ist, die primäre, die andere, wie hier B y die secunddre. 

Aus der Formel (32.) findet sich 
(45.)^=«' + ^ + y, 

(460 Ä=(<^-i)M-2(^-l)£+4^ 



Die Zahl A wird also gerade oder ungerade sein, je nachdem oVf* gerade 
oder ungerade ist. Entwickelt man aber den Werth von B und berücksich- 
tigt, dafs c—\ eine gerade Zahl ist, so sieht man, dafs B gerade oder un- 
gerade ist, je nachdem öV-j-e-fl gerade oder ungerade ist Foit <fon grtMt 
conjugirten Grundzahlen ist also immer die eine gerade, die andere iin- 
gerade. 
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Bezeichnet man durch B h die Me Zahl in der Zahlenreihe, deren 
Grundzahl B ist, und setzt B t statt B, so findet sieb nach der Formel (32.): 

Bh = c[^-(a+l)]'+2[^-(«-H)](e-rf)+ C + g -2rf == (ö _ Ac) , +2(a _ Äc) iL + £ . 

Diese Formel stimmt also genau mit (32.) überein , sobald man — h statt h 
setzt, und man sieht daraus, dafs die beiden Zahlenreihen, welche aus den 
zwei conjugirten Grundzahlen entspringen, durch eine und dieselbe Formel 
ausgedrückt werden. Es ist daher nur nöthig, den Kettenbruch zu kennen, 
welcher der einen Grundzahl entspricht. Es ergeben sich daraus die Ketten- 
brüche, welche den beiden Zahlenreihen entsprechen. 
Der Formel (33.) analog, erhält man auch 

(47.) B = [(«— ^)^y+^] t +[(g-gA)7o + ^i] t 

Von den zwei Zahlen A und B wird die erste die größere oder die 
kleinere sein, je nachdem a gröfser oder kleiner als c — (0-fi) ist, d. h. je 
nachdem 2a-fl gröfser oder kleiner als c ist. Ist c = 2a-\- 1, so wird B die 
gröfsere sein. Da nemlich allgemein q^arfi und q t) Z>fhPi und nach der 
Voraussetzung mindesten* n 1 = 2 ist, so hat man ^>>2<y 1 ; y >2/? 1 , mithin 

9 2 + 9l>2(Wi-t<hPi)'<> 
d. h. c^> 2d und c — d^>d, mithin folgt aus den Formeln (45. und 46.), dafs 
B>A ist. Da c eine ungerade Zahl ist, so läfst sich kürzer sagen : die grö- 
fsere Zahl wird A oder B sein, je nachdem 2a gröfser oder kleiner als c ist 

Es wurde früher (§.5.) z. B. gefunden, dafs 29 eine Grundzahl ist; 
die periodischen Glieder sind 2, 1, also ist 29 eine primäre Grundzahl. Fer- 
ner ist a = 5, £=13, </=5, * = 2, also die seeunddre Grundzahl =58, 
das Anfangsglied des entsprechenden Kettenbruchs ist 13 — (5-j-l) = 7 und 
die periodischen Glieder sind 1, 1, 1. 

Man nehme nun an, der Grundzahl A komme die Reihe (41.) nebst 
dem folgenden Mittelgliede k zu, das Anfangsglied des entsprechenden Ket- 
tenbruchs sei wieder a. Berücksichtigt man die hier geltenden Werthe von 
c, d, e, so findet man wieder aus (26.), dafs es eine ganze Zahl g giebt, 
welche durch die Gleichung 

(48.) g (A,+2, o)7 ~ -7— 

bestimmt wird. Behalten nun die Gröfsen Q, Q , Q^Pi ihre früher bestimmten 
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Werthe, so bat man wieder: 

* = (kQ+2Q )Q = (kq+2q )q = c, 
d'^ikQ+QjQt+QP'^ikq+qMq-qJ+qiqo-pO^c-d, 

J = (kQ l + 2P0Q i = [k(q-q l ) + 2(q o -p l ))(q-q l ) = c + e-2A 

Nun ist ($. 9.) entweder q eine angerade Zahl, wenn k eine angerade 
Zahl ist, also dann auch Q ungerade, oder es ist k eine gerade Zahl. Jeden- 
falls kommt mithin die Reibe (42.) einer ganten Zahl B zu. Nennt man da- 
her das Anfangsglied des entsprechenden Kettenbrachs et, so mnfs es eine 
ganze Zahl G geben, welche durch die Gleichung 

bestimmt wird. Setzt man a = i — (fl-fl), so folgt aus (48.), dafs, wenn h 
jede ganze positive Zahl bedeutet, i = &c oder i = ±hc ist, je nachdem c 
ungerade oder gerade ist. Mithin ist im ersten Falle e— (a-f 1) und im zwei- 
ten +C— (a-J-1) das Anfangsglied des der Grundzahl B entsprechenden Ket- 
tenbruchs, da auch hier wieder nicht a-f 1 = c oder = \c sein kann. 

Auch in diesem Falle sollen die Zahlen A und B eonjugirte Grund- 
zahlen heifsen, und, wie im froheren Falle, als primäre und seeundäre un- 
terschieden werden. 

Ist c eine ungerade Zahl, also auch k, so gelten die Ausdrücke 
(45. und 46.) unverändert. Also ist auch wieder eine der conjugirten Grund- 
zahlen gerade, die andere ungerade. Ist dagegen c eine gerade Zahl, so 
wird zwar noch immer A durch die Formel (45.) bestimmt, dagegen erhält man 

(49.) B = uc-a-if + 2ac-a-i)?=±+ «+*-" • 

Entwickelt man diesen Ausdruck, so findet sich, dafs B eine gerade oder 
eine ungerade Zahl ist, je nachdem A-\-(±c — \f-d-\-\ gerade oder un- 
gerade ist, also (da d ungerade sein mufs, weil c gerade ist), je nachdem 
A-\-(\c — l) 2 eine gerade oder eine ungerade Zahl ist. Ist mithin \c eine 
ungerade Zahl, so werden A und B zu gleicher Zeit gerade oder ungerade 
sein, ist dagegen \c gerade, so wird eine dieser Zahlen gerade, die andere 
ungerade sein. Man bemerke noch, dafs jedenfalls, wenn c gerade sein soll, 
eine der Zahlen k und q gerade sein mufs. Da aber nach ($. 9.) nicht zu- 
k ungerade und q gerade sein kann, so mufs k gerade sein. 
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Dem Vorhergehenden zufolge kann man die beiden Fälle, wenn die 
den Grundzahlen entsprechenden Perioden ein Mittelglied haben oder nicht, 
in dem Satze zusammenfassen: 

Die zwei conjugirten Grundzahlen werden zu gleicher Zeit gerade und 
ungerade sein, wenn c von der Form 4» -f 2 ist, in allen andern Fällen 
ist die eine Grundzahl gerade, die andere ungerade. 

Die Zahl 28 z.B. ist eine Grundzahl, das Anfangsglied ist =5, die 
Periode 3, 2, 3, mithin c = 24, also \c eine gerade Zahl, die conjugirte 
Grundzahl ist 45. Die Zahl 52 ist eine Grundzahl, das Anfangsglied ist 7, 
die Periode 4, 1, 2, 1, 4, also £c=45; die conjugirte Grundzahl ist 1428. 
Bezeichnet man wieder durch B h das Ate Glied in der Zahlenreihe, 
deren Grundzahl B = B l ist, so findet sich auch in dem Falle, wenn die 
Periode ein Mittelglied hat, wie in dem früheren, sobald c ungerade ist, 

d. h. es werden wieder die beiden Zahlenreihen, welche aus den conjugirten 
Grundzahlen entspringen, durch dieselbe Formel ausgedrückt, je nachdem man 
fflr h alle ganzen positiven Zahlen (Null eingeschlossen) oder alle ganzen 
negativen Zahlen nimmt. Ist c gerade, so ergiebt sich 

Vergleicht man diese Formel mit (35.), so zeigt sich, dafs wieder 
die beiden aus den zwei Grundzahlen entspringenden Zahlenreihen durch 
dieselbe Formel ausgedrückt werden, sobald h positiv und negativ angenom- 
men werde. 

Ist c eine ungerade Zahl, so folgt wieder wie früher, dafs von den 
zwei Zahlen A und B die erste die grOfsere oder die kleinere sein wird, 
je nachdem 2a -f-1 gröfser oder kleiner als c ist. Eben so findet sich, wenn c 
gerade ist, dafs A die gröfsere oder die kleinere Zahl sein wird, je nachdem 
2a -fl gröfser oder kleiner als ^c ist. Ist, wenn c eine angerade Zahl ist, 
c = 2a-fl> oder, wenn c eine gerade Zahl, $cs=2a-f 1, so wird die 
secundfire Grundzahl die grOfsere sein. Denn da e =* (Ay-f 7 )9*}~Wni 
d = (*y-f 7 )?i-|-yfi und <f>2q l ; %>tyi ist, so folgt c> 2d, also, nach 
den Formeln (45, 46 und 49.), A<Z& 
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12. 

Nach diesen Betrachtungen kehre ich nochmals zu dem Falle zurück, 
wenn es eine Grundzahl A giebt, deren entsprechender Kettenbrnch kein 
Mittelglied hat. Ich nehme wieder an, dafs das Anfangsglied a und die 
periodischen Glieder a,, a 2 , . ,. a m sind. Nach der Formel (33.) hat man 

c 

Nun ist, vermöge der Bezeichnung in (§.1.)? P= za 9'\'9i\ /*<j — #7o-f~Pi* 
Setzt man also noch für c seinen Werth y 2 -f#p so hat man 

(50) A - 7+^r w&ff 

Es sei 

7N-7: ' 7*+?: ' 

so ist A = /* -{- "*• Nun ist aber leicht zu zeigen, dafs / and u ganze Zahlen 
sind. Denn aas der Gleichung 

folgt 

Wo+PoV = ±(?<iI—pW) u » d 

Wn + ^±^(/»HK,) «= + W + tf)- 

Nach (50.) ist aber offenbar p 2 -\-pl durch q 2 -\-ql theilbar, folglich mufs auch 
pq -\-Po</ durch ql-\~ql theilbar sein, d.h. / ist eine ganze Zahl, mithin mufs 
auch v eine ganze Zahl sein. Aus (33.) ergiebt sich aber, dafs man den 
Werth von A h aus dem Wertbe von A findet, wenn man p-\-chq statt p und 
Pu-\-ehqu statt p {) setzt. Setzt man also 

(52.) l h = fr+^>frH*+«**)J = / + 2 W(1 A, 

7 i 7o 

(530 ^ = ^ +^)7-(^+^), t ==tt+(y2 _,^^ 

7 T7o 

so erhält man 

A h = (t+2qqM + (u+(tf-9l)W = tl+^ 

d. h. sobald der Kettenbruch, welcher der Zahl A h entspricht, kein Mittelglied 
hat, ist diese Zahl die Summe der Quadrate zweier ganzen Zahlen. Da 
nun nach (§. 2.) der Kettenbruch, welcher einer Primzahl von der Form 4n-f 1 
entspricht, kein Mittelglied hat, so ist namentlich jede solche Zahl die Summe 
zweier Quadrate in ganzen Zahlen. Gewöhnlich wird dieses bekannte 

4* 
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Theorem in einer andern Form aus der Theorie der Kettenbrdcbe abge- 
leitet Ist nemlich j * der vollständige Quotient, ans welchem sich * das 

lehrte periodische Glied a m ergiebt, so beweiset man, dafs A h = Jl^Di ist. 
Es ist leicht zu seigen wie dies mit den obigen Formeln abereinstimmt, welche 
aber den Vorsag haben, dafs sie unmittelbar nachweisen, wie die zwei Quadrat- 
sahlen ans deö Theilnennern des periodischen Kettenbruchs zusammenge- 
setst sind. 

Sind nemlich P und P die Zahler der reducirten Brüche, welche be- 
züglich den Kettenbrflohen mit den Theilnennern 

a+ch, * n Oj, ... a m 

und 

a+ch, a M *2, ... a m _ g 

gleich sind, so ist 

P=(«4-*A)f4-ft ===?+<%; P = (a-\-ck)q -\-p 1 = p -\- chq», 
mithin 

th — Ttir* *--itt m "* Ah ~' tut* 

auch ist Pq — P q = ?ofi — J»if = ±1. Nun ist bekanntlich ±J k = 
A h qq — PPqi wo das Zeichen, wie in der vorhergehenden Gleichung, zu neh- 
men ist. Substituirt man statt A h seinen eben gefundenen Werth, so ergiebt sich 

±Jä -7W Wü PPü ~ FRT ' 

also J h — u h . Unter denselben Umstinden ist ±D h =P t — A h q l , setzt man 
auch hier statt A h seinen Werth, so findet man eben so D h = t h . 

Es scheint aber noch nicht bemerkt worden zu sein, dafs sich mit 
Hälfe der KettenbrOcbe auch der bekannte wichtige Ergänzungesatz beweisen 
lifst, dafs die Zahl A h , wenn sie eine Primzahl ist, sich nur auf eine ein- 
zige Weise in zwei Quadrate zerlegen Ififst. 

Wenn nemlich in einem Kettenbruebe alle Theilnenner in umgekehrter 
Ordnung wiederkehren, so dafs die Theilnenner dieses Kettenbruchs 

«1* «!!.••• «m» a m ••• «2* «1 

sind, und es ist M der Zähler, 2V der Nenner des reducirten Werths 
Kettenbroch8, so wird iV*-f 1 durch M theilbar sein. Denn es ist 

2V = a A , a m .u %% * Ä -f *n «m-f^t* «»-i* 
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ferner 



also 

mithin ist 2V 1 + 1 durch M dividirbar oder N*=—l (mod.iW). 

Ist A h eine Primzahl, 00 kann der Congruenz x 2 = — 1 (mod. A h ) 
durch nicht mehr als zwei Werlhe von x, die kleiner als A h sind, genügt 
werden; nennt man den einen x\ so ist der andere A h — x\ Nun sei 
<4 Ä = /J[-f tij gefunden worden. Die Zahlen t h und u h können keinen ge- 
meinschaftlichen Factor haben. Man nehme die gröfsere als Zahler, die klei- 
nere als Nenner eines Bruchs an und verwandle den Bruch in einen Ket- 
tenbruch, dessen Theilnenner A n £ 2 , .... b n sein sollen. Man hat also 

A h = (b lti b n f-\-(b 2 ib n ) 1 . Bezeichnet man durch -r- den Werth des Ketten- 
brachs, dessen Theilnenner b n> b n _ x> ... b t \ i M ft 2 , ... 6 H sind, so ist 
s = A h , mithin s'<CA h und *' f = — 1 (mod. Afi* Man kann daher J — x' . 
setzen. Könnte nun -4* noch auf andere Weise in zwei Quadrate zerlegt 

werden, etwa in A h =E?-\-S 2 , so sei Ä>>& Man verwandle -^ in einen 

Kettenbruch, dessen Theilnenner a M o,, . ... a m sein sollen, so daß 
A h = (a l ^a m ) 2 ^(a 7y a m ) 2 ist Bildet man nun den Kettenbruch, dessen Theil- 
nenner a m , . . . «i, a in . .. a m sind, so wird der Zähler des reducirten Werths 
dieses Kettenbruchs =A h sein, der Nenner sei B. Mithin mdfste 2T = — 1 
(mod. 4t) sein, und da B<A h ist, entweder B—a/ — s\ oder B=zA k —^. 

Im ersten Falle wftre also ~x — tt* d.h. die zwei Kettenbrflche, deren Theil- 
nenner b m , ... *!, * M ... b n und a TO , ... a t , a n ... a m sind, wftren ein- 
ander gleich, also auch b t% i H = a l ^ a m \ 4 2 , b n =za 7 ^ a m . Im zweiten Falle 

wäre 



§=^=i+<-, d.h. 

«,4 



4,-i+y 
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also wieder A n ^ = « 1 , a m ; 6 2 , £„ = 02, a m . Die Primzahl -4 A kann mHhia 
nur auf eine Weise in zwei Quadrate zerlegt werden. 

Übrigens bietet die Gleichung (24.) noch ein anderes Mittel dar, jede 
Zahl A h in zwei Quadrate zu zerlegen. Es sind zwei Fälle zu unterscheiden. 
Setzt mau nemlich jetzt Pq -f P q = x und wie früher ^-j-^sBsy , so hat 
man A k y* — a%=V. 

Ist erstens A h >x {) , so folgt aus der letzten Gleichung, dafs yi<^x u 



ist; in dem Bruche -~ sind also Zähler und Nenner bezüglich kleiner eis in 

Ah 
dem Bruche — . Da A k und x {) keinen gemeinschaftlichen Factor haben, so 

Ah 

verwandle man — in einen Kettenbrueh, dessen Theilnenner ft 19 A 2 , ... b m 

X 9 

sein sollen, so dafs A h = b l ,b m ; x = bj,b m ist. Ist tn eine gerade Zahl, 
so hat man A h .b 2 , b m ^ l — x .b n Ä m _ l ==l, mitbin y*=4 2 , *„_!, j? =* n b mmml . 

Hieraus folgt — = , *\ m , d.h. — ist der Werth des Kettenbruchs, dessen 

Theilnenner b m , b n ^_ l ^ . . . b t sind, also ist b i = b m ; b 2 = b m ^, l ^ u. s. w. In 

dem Kettenbruche, welcher — gleich tat, kehren folglich dieselben Theilnenner 

in umgekehrter Ordnung wieder, und da m eine gerade Zahl ist, so bat er 
kern Mittelglied, seine Theilnenner werden mithin b t , ft 25 . . . b„, b n , . . . b 2 , b x 
sein. Hieraus folgt 

Ah = ftiy+Oiffc-i) 1 

x b n An.6 f , A^-i-f *i> b„^i.b tf b n 

Da nun A h und t x {) keinen gemeinschaftlichen Factor haben , so ist A h = 
(*i,6j 2 -f (*i^n-i) 2 also die Summe zweier Quadrate. Ist m eine ungerade Zahl 

und bedeutet y den reducirten Werth des Kettenbruchs, dessen Theilnenner 

b ln b 2 , ... b m —\ sind, so hat man J a ä' — x .s=l, alsox =*, d.h. es ist 

Ah JL I j Ah A I i 



ft m -l+Y "' 1T ''- + 4 



f 



also *i=l, * 2 = * m — 1, * 3 = *,„-!* u. s.w., 

oder — ist der Werth des Ketienbrsehs, dessen 1, b 2 , . . . b mß b n , . . . b 7 , l 
sind, mithin ist A h wieder die Summe zweier Quadrate. 
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Ist zweitens A k <C x ( >, so ist yj > a? ; in dem Bruche -— sind also 
Zähler und Nenner bezüglich kleiner als in dem Bruche — • Nun haben yf, 

und x { > keinen gemeinschaftlichen Factor. Verwandelt man daher — in einen 

Kettenbruch, so wird, wie im vorhergehenden Falle, bewiesen, dafs die Theil- 
nenner sich in umgekehrter Ordnung wiederholen mttssen, und etwe <* n «,, ... a„ ß 

a n , ... Oj, a t sind, -j- ist daher der vorhergehende Nfiherungswerth, oder 

der Werth des Kettenbruchs , dessen Theilnenner a x , Oa, . . . a m> a n , . .. a* 

sind, mithin A = (^ a ».) 2 +(^> a «-i) 2 - 

Für die Zahl 41 z. B. ist ar = 32, mithin A k >x {) und 

ii _ 14.J 



t+-i 



1+.* 



3+4-, 



i 



mithin J A = 5 2 -f 4*. Für die Zahl 61 ist ar = 29718, also 4i<x und 



*. .«., 1 



487 + -^— 7- mithin A = 6 2 + 5 I . 

** 5+i— j- 



1 + 



l+±. 



5 

Ein Ähnliches Verfahren hat schon Serret angewandt. (Journal des 
Math&natiques T. 13.) 

13.. 

Setzt man zur Abkürzung y 2 — y* = a und 2qq — ß, so folgt aus 

(52. und 53.) 

t h = t+ßh; u A = u-f oA 

und 

at h — ßu h = at — ßu. 

Aus den Werthen von t und u ergiebt sich aber 

at-ßu = p q — Wo = + l, 
mitbin allgemein: 

(54.) at h -ßu h = Tl, 

wo das obere oder das untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem in der 
Gleichung (51.) das obere oder das untere Zeichen gilt. Also sind t h und u h 
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zusammengehörende Werthe der ganzen Zahlen z and v, welche der unbe- 
stimmten Gleichung 

(55.) az — ßv = q:i 

Genüge leisten. Diese Gleichung ist immer auflösbar; denn da q und </ 
keinen gemeinschaftlichen Factor haben, so gilt dasselbe von q 7 — q% und qq * 
Nun ist aber auch q 2 — <fc eine ungerade Zahl, da von den Zahlen q und q 
die eine gerade, die andere ungerade sein mttfs, mithin sind a und ß relative 
Primzahlen. 

Die Zahlen / und u, welche der Grundzahl A entsprechen, sind 
aber die kleinsten zusammengehörenden positiven Werthe, welche der Gleb- 
chaag (55.) entsprechen. Gäbe es nemlich zwei kleinere zusammengehörende 
Werthe dieser Art, die t' und u' heifsen mögen, so wäre t s=*t — ßk nnd 
u' = u — ak, wo k irgend eine ganze positive Zahl bedeutet. Also (*-\-u 2 
^r+vP+Zißt+utfr+tf+f)*. Nun ist f+tft=A, a'+/3*=(^+y^==c*; 
es wäre demnach ^A>c, während die gröfste in yA enthaltene ganze Zahl a 
kleiner als c sein mufs ($. 5^). Die allgemeine Auflösung der Gleichung (55.) 
ist demnach in der Form 

z = t-\-ßk; t>s=ti-{-«A 

enthalten. Vergleicht man diese Werthe mit den Werthen von t k und u h> so 
ergiebt sich, dafs die Zahlen t h und n h , deren Quadratsumme die Ate ZaW 
in der Zahlenreihe giebt, deren Grundzahl aus der Summe der Quadrate von 
/ und ti besteht, zugleich die Ate Auflösung in positiven ganzen Zahlen der 
Gleichung (55.) geben, welche auf die Auflösung in den kleinsten positiven 
ganzen Zahlen / und u folgt. Zugleich enthält das Vorstehende eine einfache 
Auflösung folgender Aufgabe : Wenn man die Periode a t , a? , . . . a m , a m , . . . «, , a t 
kennt, die einer gewissen Zahlenreihe zukommt, die Grundzahl A dieser Reihe, 
und zwar als Summe zweier Quadrate ausgedrückt, zu finden. 

Wie in (§.11.) bewiesen wurde, findet man die der Grundzahl A con- 
jugirte Grundzahl B, wenn man in dem Werthe von A h statt h überall — k 
und dann k = 1 setzt. Nun ist 

4k = (< + W+(*+«*)% also 

Es mufs aber t<Cß und w<C « sein. Wflre nemlich t>ß und zugleich 
W>a, so wäre f -f u 2 > a 2 -f ß 2 , d. b. es wflre A>c*, was, wie schon be- 
wiesen, nicht sein kann. Ware f>ß und zugleich a > u, so wflre at — ßu 
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positiv and gröfser als die Einheit und könnte also nicht + 1 sein. Eben so 
wird bewiesen, dafs nicht ß>t und zugleich «>a sein kann. Setzt man 
daher ß — t = t' und a — u — u', so sind t 1 und u' positive Gröfsen und 
man findet 



B = l'* + u'\ 
(56.) af-ßu' = ±1, 



Zugleich ist auch 

je nachdem 

(57.) at — ßu = +1 
ist, nnd man sieht zugleich, dafs /' und t#' die kleinsten zusammengehörenden 
Werthe sind, welche der Gleichung (55.), mit entsprechenden Zeichen ge- 
nommen, genögen. 

Der Grund dieses Zusammenhanges zwischen den Gröfsen / und u 
einerseits und den Gröfsen /' und u- andererseits, ist leicht zu sehen. In der 
Gleichung (51.) ist neralich das obere oder das unlere Zeichen zu nehmen, 
je lachdem die Anzahl der Theilnenner a, a^ ... a m gerade oder ungerade, 
d. h. je nachdem die Anzahl der periodischen Glieder ungerade oder gerade 
ist Es gilt a)so auch in der Gleichung (55.) das obere oder das untere 
Zeichen, je nachdem die Reibe a in o,, ... a m eine ungerade oder eine gerade 
Anzahl Glieder hat. Nun sei a t ;> 1, so dafs B die Grundzahl der Zahlen- 
reihe ist, welcher die periodischen Glieder 1, a t — 1, a^ ... a m zukommen. 
Bebalten Q nnd (?» die in ($.11.) angenommene Bedeutung, und setzt man 
Q 2 — Q* = a'; 2QQ = ß'; so mufs man, um f und u' zu finden, die klein- 
sten Wertbe nehmen, welche der Gleichung a'z — ß f v = + 1 genügen, da aber 
Q = q und # = y , so ist auch a' = a und ß>=ß; es ist also die Glei- 
chung az — ßv = + l aufzulösen. Nun ist die Anzahl der Glieder 1, «i— 1, 
02? ••• a m gerade oder ungerade, je nachdem die Anzahl der Glieder a, , 
Ü2, ». . a m ungerade oder gerade ist, man mufs mithin in der letzten Glei- 
chung, wenn man /' und u' finden will, das obere oder das untere Zeichen 
nehmen, je nachdem man, um l und u zu finden, das untere oder das obere 
Zeichen nehmen mufs. 

14t. 

Aus der Gleichung (54.) folgt, dafs t h und u h keinen gemeinschaft- 
lichen Factor haben , also namentlich nicht beide gerade Zahlen sein können, 
mithin kann A h nicht durch 4 theilbar sein. Da ferner ß eine gerade Zahl 
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ist, so mofe t h immer ungerade sein; mithin wird « gerade oder engende 
seil, je nachdem A h engende oder gende ist. Es ist dies eine VeraDge- 
aränerong des von Gamfe bewiesenen Satzes, dafe t h angerade, m h gende ist, 
wenn A k eine Primsahl ist (DisquisiL arithn. art. 265.) Die vorhergebenden 
Betrachtangen fahren aber noch weiter, Indem sie sogleich ein Kennzeichen 
angeben, mittels dessen sich entscheiden lifst, ob t k ron der Form 4«-(-l oder 
4»-f 3 ist Da nämlich eine der Zahlen q nnd f gende ist, so ist ß durch 
4 theilbar. Gilt daher in (54.) das obere Zeichen, d.h.: ist die Ansah! der 
periodischen Glieder engende, so mnfs eine der Zahlen a and t k in der Form 
4»-{-l, die anderein der Form 4*-f 3 enthahen sein, gilt dagegen das untere 
Zechen, d. h. ist die Ansaht der periodischen Glieder gerade, so artssen beide 
Zahlen in der Form 4n-fl oder beide in der Form 4*-f 3 enthalten sein. 
Nnn ist aber a in der Form 4n-fl oder in der Form 4»-f 3 enthaften, je 
nachdem, q angende oder gende ist Man hat mithin folgenden Sats : 

Die Zahl t k (oder D k } wird in der Form 4»-|-3 enthalten sein, wenn 
q nnd die Ansaht der periodischen Glieder beide gerade oder beide na- 
gende Zahlen sind. Ist dagegen eine dieser Zahlen gende, die aaden 
nagende, so ist t k in der Form 4*-fl enthalten. 

Hieraus folgt sogleich, dafs t in der Form 4»+l enthalten ist, je nachdem I 
die Form 4»±1 hat. 

IS. 

Es sei 

.fL = /4.J 

ß '+— 4 



+ 



1 



*- 1T T' 



wo auch 1=0 sein kann. Ferner sei 



nnd 






4w,+ 



T 
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Es wird vorausgesetzt, dafs y und # relative Primsahlen sind; eben so 
/ und <P. Man bat also 

ad — ßy = ±1, 

wo die oberen oder die unteren Zeichen zu nehmen sind, je nachdem die An* 
zahl der Theilnenner l, d, / 2 , ... l r gerade oder ungerade ist. Nun wurde 
früher bewiesen, dafs, je nachdem die Anzahl der periodischen Glieder t , 
«2* •••• a m gerade oder ungerade ist, in den Gleichungen 

at —ßu = ±1, 

at' — ßu' = +1 

das obere oder das untere Zeichen genommen werden mufs. Da nun t, u 
und f, v! die kleinsten zusammengehörenden positiven Werthe bedeuten, welche 
diesen Gleichungen genügen, und diese kleinsten Werthe andererseits bezüglich 
durch 9, y und 9, / ausgedrückt werden, so ergiebt sich folgende Beziehung. 
Ist zu gleicher Zeit die Anzahl der Theilnenner l, / 19 ... l r und die Anzahl 
der periodischen Glieder a i9 o^ t ... a m gerade oder ungerade, so ist t*=d, 
u = y, t* — #, u' = /. Ist dagegen die eine dieser Zahlen gerade, die an- 
dere ungerade, d. b. ist zu gleicher Zeit die Anzahl der Theilnenner /, / 2 , . .. l r 
und die Anzahl der periodischen Glieder 1, a x — 1, 4m ••• a m gerade oder 
ungerade, so ist t'=d, vi — y % *=<P, ti = /. Da nun (F^xJ, />y ist, 
so folgt dafs im ersten Falle die primäre Grundzahl {'-{-ti 2 , im zweiten die 
secundfire Grundzahl t n -\- u ft die kleinere ist. Man hat also folgenden merk- 
würdigen Satz: 

Je nachdem die Anzahl der Theilnenner in dem Kettenbruche, dessen 
Wertb -ß ist, gerade oder ungerade ist, wird auch die Anzahl der perio- 
dischen Glieder, welche zu der kleineren der zwei conjugirten Grund- 
zahlen gehört, gerade oder ungerade sein, und umgekehrt. 

Nun wurde (§. 14.) bewiesen, dafs von den Zahlen / und tl die eine 
die Form 4n-f-l, die andere die Form 4n-f3 hat, und zwar wird diejenige, 
welche zu der Grundzahl gehört, welcher eine gerade Anzahl periodischer 
Glieder entspricht, in der Form 4n-f8 oder 4n-f 1 enthalten sein, je nachdem 
o die Form 4n-f 3 oder 4n-j-l bat. Verbindet man diese Bemerkung mit dem 
vorhergebenden Satze, so folgt daraus, dafs von den zwei Zahlen / und t 
diejenige, welche zu der kleineren, oder diejenige, welche zu der gröfseren 

5* 
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4er zwei conjugirten Grandsahlen gehört, in derselben Form wie a enthalten 
sein wird, je nachdem die Anzahl der Tbeilnenner des Kettenbrachs, welcher 

= -j ist, gerade oder ungerade igt E* wurde s. B. gefanden ($. 11.), dab 

29 und 58 conjugirte Grandsahlen sind. Nun ist 29 = 5'-f2'; 58 = 7*4-3% 

ferner a = 5, /S= 12 und 4- = j Die Ansehl der Tbeilnenner die- 

2+ j 

ses Kettenbrachs ist gerade (da der erste Tbeilnenner =0 mitzählt), daher 
ist hier l = 5, welches zu der kleinerem Grandzahl gehört, in eben der Form 
4ii+1 enthalten, wie a. Die Zahlen 73 = 3*-f 8* und 13562*= 41*+ 109 2 
sind ebenfalls conjugirte Grundzahlen, hier ist a = 117, /? = 44 und 

2 -\ t also die Anzahl der Tbeilnenner ungerade, daher ist 



1 + 



*+A, 



14 

hier / = 41 , welches zu der gröfseren Grundzahl gehört, in der Form 4n -f 1 
enthalten, wie et. 

In (§.11.) wurde gefunden, dafs die primäre öder die secundftre Grund- 
zahl die kleinere ist, je nachdem 2tf-fl<^£ oder 2a-\-\>c, wo a die 
gröfste in der Quadratwurzel der primären Grundzahl enthaltene ganze Zahl 
bedeutet. Nun wurde so eben gefunden, dafs der erste Fall Statt findet, wenn 
die Anzahl der periodischen Glieder der primären Grundzahl und die Anzahl 

der Tbeilnenner des Kettenbrachs, welcher = -^ ist, zugleich gerade oder un- 
gerade ist ; der zweite Fall dagegen, wenn nur eine dieser Zahlen gerade ist 
Aus dem Vergleich dieser beiden Sätze ergiebt sieb, 

dafs die gröfste in der Quadratwurzel der primären Grundzahl enthaltene 
ganze Zahl gröfser, oder nicht größer sein wird als die gröfste in der 
Quadratwurzel der seeundären Grundzahl enthaltene ganze Zahl, je nach- 
dem der Unterschied der Anzahl der periodischen Glieder der primären 

_ _ mm 

Grundsabi und der Tbeilnenner des Kettenbrachs, welcher = -x ist , un- 
gerade oder gerade ist 

16. 

Ich gehe nun zu einer neuen Betrachtung Aber, aus welcher sich eine 
weitere Abkflrzung der Berechnung einer Pell' sehen Tafel ergeben wird. Zu- 
nächst soll folgende Aufgabe gelöset werden: 
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Man weifs, dafs der Kettenbruch, welcher einer Zahl A entspricht, mit 
den Theilnennern 

beginnt ; es ist aber nicht notbwendig, wie bisher vorausgesetzt, a m der letzte 
periodische Theilnenner. Man kennt also auch den Nenner D des vollständigen 

Quotienten jF , aus welchem sich der nufa m folgende Theilnenner ergiebt: 

wie kann man dann simmtliche Zahlen finden, bei deren entsprechenden Ket- 
tenbrüchen auf das Anfangsglied die Theilnenner a t , o,, ... a m folgen, wäh- 
rend zugleich der Nenner des vollständigen Quotienten, welcher an dem 
nächstfolgenden Theilnenner gehört, =Z> ist? 

Mit Beibehaltung der früheren Bezeichnung hat man 

(58.) p 2 -Aq 2 = ±D, 

wo dasselbe Zeichen zu nehmen ist, wie in der Gleichung 

(59.) P9o—Po9 = ±1- 
Mithin ist, da p = aq -f </ f > 

1 r 

Es mufs also ™Wt1'+ eine ganze positive Zahl sein. Nennt man diese 

Zahl ß, so erhalt man 

gq* — 2aqq' = q> 2 + D, 

mithin mufs auch 3L± — eine ganze Zahl (oder Null) sein. Bezeichnet man 

diese Zahl durch e, so hat man 

gq — 2aq' — e. 

Beieichnen x und y ganze positive Zahlen, so ist mitbin a einer der Werthe 
von y, welche der Gleichung 

(60,) qx-2q'y = e 

Genüge leisten. Da q und rf keinen gemeinschaftlichen Factor haben, so Ififst 
sich diese Gleichung unmittelbar lösen, sobald q ungerade ist. Ist q gerade, 
so mufs auch e gerade sein, und es ist dann die Gleichung 

(61.) ±qx-</y = \e 

zu lösen. Sobald also der, einer Zahl A k entsprechende Kettenbruch nach dem 
AnfangsgHede , welches o heifsen mag, die Theilnenner a 19 «r 2 , ... a m und 
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einen folgende» vollständigen Quotienten mit dem Nenner D haben soll, mufs 
notbwendig das Anfangsglied einer der Werthe von y sein, welche der Glei- 
chung (60.) oder (61.) genügen, d. h. es mufs a die Form a±qh oder 
a±\qh haben, wo h irgend eine ganze Zahl bedeulet, und man bat 

(62.) A h = ct+ ^Y* ' 

Obgleich nun dieser Ausdruck für jeden Werlh von a, welcher den 
Gleichungen (60.) oder (61.) genfigt, eine ganze Zahl ist; so wird doch 
keinesweges jede dieser Zahlen so beschaffen sein, dafs in dem ihr entspre- 
chenden Kettenbruche auch wirklich auf das Anfangsglied die Tbeilnenner 
a t , Ä2, ... a m und darauf ein vollständiger Quotient mit dem Nenner D fol- 
gen. Vielmehr müssen, damit dies der Fall sei, noch andere Bedingungen 
erfüllt werden. 

Setzt man nemlich aq.*\- q' = n , aq ~\- p f = n , so bat man jedenfalls 

n *-A h tf = ±D, 

wo wieder dasselbe Zeichen wie in (59.) zu nehmen ist. Damit nun A h eine 
der gesuchten Zahlen sei, ist es notbwendig und hinreichend, dafs A h qq — itn^ 
dasselbe Zeichen habe, wie n*—A h q 2 , und dafs pufserdem a + (A h qq — jiti^) 
*>±(n 7 — A h q*) sei, wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nach- 
dem n 7 —A h q 2 positiv oder negativ ist. .Setzt man nemlich J k — ±(A h <jq —nno), 
indem man wieder dasselbe Zeichen nimmt, wie in (59.) und bildet den 
Ketten brucb 

a + j 

*iH — 4 



VAh+Jh 
D 



so findet man als Werth desselben, durch unmittelbare Reduction, yA, wenn 
man erwägt, dafs *q — n q denselben Wertb hat, wie pq n —p q* Sind nun 
die angegebenen Bedingungen erfüllt, so folgt aus der ersten, dafs J k , wie D, 
positiv ist, und da ^A h >a ist, so folgt aus der zweiten, dafs j/A k -\- J h > D 
ist; mithin mufs dieser Kettenbruch wirklich der Zahl A h entsprechen. Wäre 
dagegen die erste Bedingung nicht erfüllt, so wäre J h negativ, also könnte 

— jX-1- nicht der verlangte vollständige Quotient sein; dies könnte aber auch 
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dann nicht Statt finden, wenn J h positiv wäre, sobald nicht ^A h -\-J h 
wire, d. h. sobald nicht die zweite Bedingung erfüllt würde. 

Der Ausdruck dieser Bedingungen lAfst sich aber durch folgende Be- 
merkungen vereinfachen. Werden die Bedingungen für irgend eine Zahl er- 
füllt, welche' in der Formel (62.} enthalten ist, so werden sie auch für alle 
folgenden Zahlen erfüllt werden. Denn es sei A k die unmittelbar auf A h fol- 
gende in dieser Formel enthaltene Zahl. Bezeichnet man durch Q den Wertb q 
oder den Werth \q, je nachdem q ungerade oder gerade ist, so ist der Wertb 
von y> welcher zu A k gehört, a-\-Q> und man hat demnach 

Nun setze man q> = (a -f Q) q -f- q'; y = (a -f Q) ? +/*'> folglich 

9% = re* -f Q(nq + n q)+Q 2 qq Q und 

Setzt man also 

Jk = ±(A M qq —<p<p )i 

wo wieder das obere oder untere Zeichen, wie in (59.) zn nehmen ist, so 
hat man 

jr l= = j h +Q. 

$ k ist also positiv, wie J h . Ferner ist, nach der Voraussetzung, a-\-J h ^D, 

also a-\-Q-\-J k >D ß mithin ist wieder V" * der richtige vollständige 

Quotient. 

Werden umgekehrt für eine in der Formel (62.) enthaltene Zahl die 
angegebenen Bedingungen nicht erfüllt, so können sie auch für keine der vor- 
hergehenden Zahlen erfüllt werden. Mit Beibehaltung der obigen Bezeichnung 
sei A k eine solche Zahl, A h die unmittelbar vorhergehende. Wird die erste 
Bedingung nicht erfüllt, d.h. hat A k qq — <p(p das entgegengesetzte Zeichen 
von <p 2 — A k tf = ±D, so ist J k negativ und um so mehr J h negativ, da 
J h =J k —Q. Wird die zweite Bedingung nicht erfüllt, d.h. ist a-f Q+ J*< D, 
so ist um so mehr a-f-J Ä <A 

Es kommt also nur darauf an, die kleinste Zahl zu finden, welche in 
der Formel (620 enthalten' ist, und die zugleich den angegebenen Bedingungen 
genügt. Nach der ersteü Bedingung hat man, je nachdem n 2 — A h q* positiv 
oder negativ ist, 
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Erwögt man nun, dafe pq a — p 9 nnd mitbin auch %q'—*p'q positiv oder ne- 
gativ ist, je nachdem die erste oder zweite Ungleichheit Statt hat, setzt wieder 
für n und ti^ ihre Werthe und auch statt A k seinen Wertb ans (62.) , so 
findet man nach gehöriger Reduetion in beiden Fällen: 



a _ 

Die zweite Bedingung giebt 

a±A h q(q + q) : ^±n(n-\-n ). 
Entwickelt man dies in Ähnlicher Weise, so findet sich 

Nun ist q>q^ mithin 

2q ^ q 

Sobald also a der zweiten Bedingung genügt, genügt es auch der ersten. 
Man hat daher folgende Regel: 

Giebt es Oberhaupt Zahlen, bei deren entsprechenden Kettenbrflehen auf 
das Anfangsglied die Theilnenner a„ o,, .. . a m folgen, während der 
Nenner des nächstfolgenden vollständigen Quotienten = D ist, und will man 
die ganze Reihe dieser Zahlen wissen, so löse man die Gleichung (60.) 
auf und nehme den kleinsten Werth von y, welcher der Bedingung 

P(<7+?o)-7' 
2q 

Genüge leistet. Man substituire diesen Werth, welcher a heifsen mag, 
statt a in (62.) , so erhält man eine Zahl A, welche die kleinste unter 
den gesuchten ist. Bezeichnet man alsdann durch A h die Ate auf A 
folgende Zahl in dieser Zahlenreihe, durch a k das Anfangsglied des der» 
selben entsprechenden Kettenbrucbs , so hat man a h — a-\- qh, oder 
« Ä = a-f ±q.h, je nachdem q eine ungerade, oder eine gerade Zahl ist, 
wo h jede ganze positive Zahl bedeutet, und mithin, je nachdem der 
erste oder der zweite Fall Statt findet: 

(63.) A h = («+ 9 hf + »<«+f*)ff-|rTg Ä A + 2ph + f# t 
C64.) A h - («+ if . A)H »^t^y+f'TP « A +pk + 4fW . 
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Man weifs z. B. dafs es Zahlen giebt, deren entsprechenden Ketten- 
brücke nach dem Anfangsgliede die Tbeilnenner 2, 1 haben, während der 
Nenner des darauf folgenden vollständigen Quotienten =8 ist, man verlangt 
die Reihe dieser Zahlen. Hier ist 2) = 8, y — 3, y' = l, y o = 2, « = 3. 
Ans der Gleichung 3z — 2y = 3 folgen die Wertbe y = 3, 6, 9, 12 u. s. w. 

Nun ist D(? y^ <aff = 6^ die Werthe y = 3 und y = 6 sind also nicht 

su brauchen, der erste brauchbare Wertb ist y = 9, diesem entspricht .4=88, 
welches also die kleinste unter den gesuchten Zahlen ist, und es findet sich 

allgemein: 

A h = 88-f 56A + U\ 

also ^ = 153, J 2 = 236, ^ 3 = 337, u. s. w. 

Die vorhergebenden Untersuchungen bleiben ungeändert, wenn man 
von der Voraussetzung ausgeht, dafs die Tbeilnenner a^ o,, ... a m die 
sämmtlichen periodischen Glieder des, der kleinsten Zahl A entsprechenden 
Kettenbrucbs sind, und der folgende Tbeilnenner das Mittelglied ist. Es 
lassen sich noch immer die folgenden Zahlen nach dem so eben erörterten 
Verfahren finden, jedoch wird keinesweges auch bei allen diesen die voll- 
ständige Reihe der periodischen Glieder nur aus den Theilnennern fl M a 2 , ... a m 
bestehen; noch wird notbwendig ein Mittelglied in deren Periode vorkommen. 
So z.B. sind für die Zahl 88 die Tbeilnenner 2, 1, die einzigen periodischen 
Glieder und der folgende Tbeilnenner ist das Mittelglied. Für die folgende 
Zahl 153 dagegen findet man die periodischen Glieder 2, 1, 2; ffir 236 
kommen ffinf periodische Glieder vor und in der zur Zahl 337 gehörenden 
Periode kommt gar kein Mittelglied vor. 

Es soll nun aber die Frage gelöset werden: wie kann man aus einer 
Zahl A, deren entsprechender Kettenbruch das Anfangsglied a und die perio- 
dischen Glieder a t , ur 2 , ... a m hat, auf welche ein Mittelglied folgt, dessen 
zugehörender vollständiger Quotient den Nenner D hat, alle übrigen Zahlen, 
und nur diese, ableiten, deren entsprechende Kettenbräche dieselben perio- 
dischen Glieder und ein darauf folgendes Mittelglied, dessen zugehörender 
vollständiger Quotient ebenfalls den Nenner D hat, enthalten? 

18. 

Zur Beantwortung dieser Frage wird es nölhig sein, Folgendes vor- 
auszuschicken. Ich werde zur Abkürzung den Nenner eines zu einem Mittel- 
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gttede gehörenden vollständigen Quotienten, durch den Ausdruck mittlerer 
Nenner bezeichnen. Nun wurde froher gezeigt (§. 2.) 5 dafs, wenn auf die 
Tbeilnenner a, a lf ... a m das Hittelglied k folgt, immer 2p durch den mitt- 
leren Nenner D theilbar ist. Diesen Satz kann man aber auch umkehren. 
Wenn nemlich die Entwickelung des, einer Zahl A entsprechenden Ketten« 
bruchs mit den Theilnennern a, a n ... a m beginnt und es ist 2p durch den 

Nenner D ? des vollständigen Quotienten J , welcher zu dem nächstfol- 
genden Tbeilnenner gehört, theilbar, so mufs D der mittlere Nbnner sein. 
Es wird hierbei vorausgesetzt, dafs D > 1 ist. 

Zunächst folgt nemlich aus den zwei Gleichungen 

(65.) + J = Aqq —pp , 
(66.) ±D = p 2 — Atf, 

dafs auch 2J durch D theilbar ist, sobald 2p, und mithin nach (66.) auch 2A, 
durch D theilbar ist. Setzt man nun 

so ergiebt sich von selbst, dafs y* eine ganze Zahl ist Ferner findet man 

(67.) 4 % -Ay> % ». 1, 

also ist auch j/ eine ganze Zahl. Bildet man nun den Kettenbruch, dessen 
Tbeilnenner 

(68.) a, a ly a^ ... a m , -jy, a m , ... a x 

sind, so findet man, mit Berücksichtigung der Wertbe von J und D, dafs x' 
der Zähler, y* der Nenner des reducirten Werths dieses Kettenbrucbs ist. 
Demnach mufs, wie bekannt, die Reibe (68.) Jedenfalls der Anfang der Ent- 
wickelung des Kettenbrucbs« sein, welcher der Zahl A entspricht. Hätte nun 
die Periode dieses Kettenbruchs kein Hittelglied, so mflfste die Reihe (66.) 
zwei (oder allgemeiner eine gerade Anzahl) Perioden haben (vergl. $. 1.), 

2/ 
es mQfste also 77 = 2a sein, was unmöglich ist, da D > 1 und J höchstens 

= a sein kann. Die Periode mufs also ein Mittelglied haben, und die Reibe 
(68.) mufs eine (oder allgemeiner eine ungerade Anzahl) Perioden enthalten, 

2J 
6. h. jt wird das Mittelglied sein. Es ist mitbin bewiesen, dafs der auf a m 

folgende Tbeilnenner das Mittelglied, also D der mittlere Nenner ist. 
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Als besonderer Fall folgt hieraus, dafs der Neoner D immer der mittlere 
sein mufs, wenn er = 2 ist; auch kann kein Nenner eines vollständigen Quo- 
tienten = 2 sein, sobald die Periode kein Hittelglied hat. 

19. 

. Da am Schlüsse des (§. 17.) angenommen wurde, dafs das Anfangs- 
glied des, der Zahl A entsprechenden Kettenbruchs =a ist, so folgt jeden- 
falls aus (§. 16.), dafs bei allen Zahlen, deren entsprechende Kettenbrüche 
dieselben, auf das Anfangsglied folgende Theilnenner und denselben Nenner D 
im nächstfolgenden vollständigen Quotienten haben, das Anfangsglied die Form 
a + qk oder a±\qh haben mufs. Da nun die Zahl A so beschaffen sein soll, 
dafs auf a m das Mittelglied folgt, so ist 2p = 2(aq^q f ) durch D theilbar. 
Bei allen übrigen Zahlen, bei welchen auf a m das Mittelglied folgen soll, mufs 
mithin 2[(a + yA)y-f y'] oder 2[(a +{qh)q-{ q'] durch D theilbar sein; es 
mufs folglich auch 2q 2 h oder q 2 h durch D theilbar sein, je nachdem q un- 
gerade oder gerade ist. Ist nun D eine ungerade Zahl, so kann q 2 keinen 
gemeinschaftlichen Factor mit D haben, da p und q keinen solchen haben, 
also mufs h durch D theilbar sein. Setzt man daher Dh statt h, so folgt, 
dafs in diesem Falle die allgemeine Form des Anfangsgliedes a+Dqh oder 
a±±D.qh sein wird. Ist D eine gerade Zahl = 2 n b und b ungerade, so ist 
p durch 2 n ~ l b theilbar, also kann q 2 keinen gemeinschaftlichen Factor mit 2"~ l d 
haben. In diesem Falle mufs aber p gerade und q ungerade sein, da im ent- 
gegengesetzten Falle die Gleichung p 2 — Aq 2 = +D nicht bestehen könnte; 
also mufs 2h durch D theilbar sein. Setzt man daher ±D.h statt h, so wird 
die allgemeine Form des Anfangsgliedes a±\D.qh sein. 

Hat nun aber das Anfangsglied wirklich eine der so eben bestimmten 
Formen, so ist jeder der Ausdrücke 2 [(<*±Dqh)q-^q'\ und 2[(a+±D.qh)q-\-q'] 
durch D theilbar, also mufs auch das auf a m folgende Glied das Mittelglied 
sein. Nimmt man nun an, dafs die Zahl A, für welche das Anfangsglied 
des entsprechenden Kettenbruchs = a gesetzt wurde, die kleinste ist, bei 
welcher auf die periodischen Glieder a x , ... a m das Mittelglied mit dem mitt- 
leren Nenner D folgt, so wird für die Ate nachfolgende Zahl dieser Art, 
welche nun A h heifsen soll, das Anfangsglied — a-\Dqh oder =a-\-}D.yh 
sein, je nachdem von den Zahlen D und q keine oder eine gerade ist. Man 
hat daher, je nachdem der erste oder der zweite Fall Statt findet: 

6* 
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(6»-) A h = (a+DqA)* + »C'+IMW+^TP = A\2pDh\l?q>h\ 

(7,0.) A h = (a-f tD.qh)*+ 2 < g +* P lQvf+<f % +V = A+pDk + {D*(fh\ 

wo A jede ganze positive Zahl bedeutet 

In dem besonderen Falle D = 2 geht die Formel (70.) in (63.) Ober; 
wie dies ouch nach der Bemerkung am Schlosse des vorhergehenden Para- 
graphs nothwendig sein mafs. 

20. 

Ich werde mich von nun an, zur Abkürzung, folgender Bezeichnung 
bedienen. 

Wenn der, einer Zahl entsprechende Kettenbruch die periodischen Glieder 
a„ # 2 , ... a m und den mittleren Nenner D bat, so soll Dies dadurch 
ausgedrückt werden, dafs ich sage es entspricht dieser Zahl das Schema 

(71.) a n Äj, ... a m , (D). 

Die kleinste Zahl in der Zahlenreihe, welcher ein gewisses Schema ent- 
spricht, soll die Stammzahl der Reihe heifsen. 
Es ist nun leicht, sobald man weife, dafs das Schema (71.) einer 
Zahlenreihe entspricht, die Stammzabl zu finden, da es nur darauf ankommt 
das Anfangsglied a des derselben entsprechenden Kettenbruchs zu bestimmen. 
Es mufs zunächst a einer der Werthe von y sein, welche der Gleichung (60.) 

genügen und zugleich gröfser als ^ \ » > °^ er ^ ,esem Ausdrucke gleich 

(§. 16.). Ist a der kleinste Werth von y, welcher dieser Bedingung ent- 
spricht, und ist zugleich 2(aq-\-q') durch D theilbar, so hat man a=a. Ist 
dagegen 2(aq-\-q') nicht durch D theilbar, so mufs a in der Form a-\-qh 
oder a = ±q.h enthalten sein. Aufserdem mufs aber a der Bedingung Ge- 
nftge leisten, dafs 2(aq-\-q') durch D theilbar ist. Bezeichnet man daher durch 
z eine ganze Zahl, so mufs man noch die Gleichung 2 (a -j- qh)q -(- 2<f = Dz 
oder 2{a + \q.h)q + 2<f = Dz, d.h. die Gleichung Uz — 2q 2 h = 2 (y' -f aq) 
oder Dz — q 2 h = 2(q'-\-aq) auflösen, wo h und z die Unbekannten sind. 
Nimmt man den kleinsten positiven Werth von h, welcher der einen oder der 
anderen dieser Gleichungen (die immer auflösbar sind, da D und q keinen 
gemeinschaftlichen Factor haben) entspricht und substituirt ihn bezüglich in den 
Werth a-±qh oder a-^\q.h, so bat man den gesuchten Werth von aund findet 
dann A aus (69.) oder (70.), indem man h in diesen Formeln = setzt. 
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Man weifs z. ß., dafs es eine Zahlenreihe giebt, welcher das Schema 

1, 1, (3) 
entspricht. Hier ist q = 2 , q' — 1 , q° = 1 , D = 3. Die Gleichung (60.) 

wird zu x — y = 1, also ist y = 1 -f A. Nnn ist />(<y y~ <if, = 8, also «=2 

und «=2-f h. Die Gleichung 3ar— 4ä=10 giebt als kleinsten Werth von h 
die Zahl 2, mithin ist a = 4 und die Stammzahl =21. 

Sobald man das Anfangsglied a, die periodischen Glieder a,, a,,...a m 
und den mittleren Nenner Z> für die Stammzahl kennt, ist auch das Mittel- 
glied Ar bekannt. Denn nach (17.) bat man 

*= -%~2fc, d. h. 

qü q 

k = 2(ag+<f) 2y 

Bezeichnet man daher dnrcb / den Werth D oder den Werth \D, je nach- 
dem keine oder eine der Zahlen D und q gerade ist, so gehört zu der Zahl A h 
das Anfangsglied a-\-tqh. Nennt man das zu dieser Zahl gehörende Mittel- 
glied k h , so erhält man 

. _ 2[(a-f/ 7 %-fy'] 2 7 » 
Hh & T' 

oder Ar Ä ===== Ar-J — ^— > d.h. es ist Ar Ä = Ä-f-2«yÄ oder k h — k-{-<jh, je nachdem 

keine oder eine der Zahlen D and q gerade ist. Die Mittelglieder, welche 
zu den aufeinander folgenden Zahlen A h gehören, bilden also eine arithme- 
tische Reihe erster Ordnung. 



21. 

Es ergiebt sich nnn von selbst, wie die vorstehenden Betrachtungen 
zur Abkürzung der Berechnung einer Pell' sehen Tafel benutzt werden können. 
Sobald man für die Stammzahl das Anfangsglied, die periodischen Glieder 
und den mittleren Nenner kennt, findet man aus (69. und 70.) die Zahlenreihe, 
welcher dieselben periodischen Glieder und derselbe Nenner D zukommen. 
Da diese Zahlenreihe eine arithmetische Reihe zweiter Ordnung ist, so braucht 
man nur die zwei ersten auf die Stammzahl folgenden Zahlen direct zu be- 
rechnen. Nun ist aufserdem ffir alle Zahlen dieser Reihe das Anfangsglied, 
und, wie im vorhergehenden Paragraph gezeigt, auch das Hittelglied bekannt, 
man kennt also den entsprechenden Kettenbruch vollständig. 
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Zwischen den Stammzahlen und den Grundzahlen (§.7. etc.) finden 
verschiedene Analogieen Statt. Eine jede Stammzahl ist nicht blofs der An- 
fang einer einzigen Zahlenreihe, sondern unzählig vieler, mit der Eigenschaft, 
dafs die in jeder Reihe enthaltenen Zahlen dieselben periodischen Glieder 
und denselben mittleren Nenner haben; und es ist überhaupt jede ganze Zahl, 
deren entsprechender Kettenbruch ein Mittelglied hat, die Stammzahl für un- 
zählig viele Zahlenreihen. 

Ist z. B. die Zahl A die Stammzahl der Zahlenreihe, welcher das 
Schema (71.) entspricht, und ist a das Anfangsglied des der Zahl A ent- 
sprechenden Kettenbruchs, k das Mittelglied, so kann man die Zahl A auch 
als eine solche ansehen, welcher das Schema 

(72.) ä m tf a , ... a m , k, a m> . .. « 2 , n lf 2a, a 19 ... a m , (D) 
zukommt. Zugleich mufs die Zahl A die Stammzahl der Zahlenreihe sein, 
welcher dieses Schema entspricht. Gäbe es nemlich eine klefnere Zahl in 
dieser Reihe und wäre b das Anfangsglied des ihr entsprechenden Ketten- 
bruchs, so hätte man b<Za, also könnte nicht 2a unter den Theilnennern 
vorkommen. Man kann mithin aus der StammzabI A die ganze Zahlenreihe 
berechnen, welcher das Schema (72.) zukommt, und es soll auch hier wieder 
diese Zahlenreihe die zweiperiodische heifsen, im Gegensatze zu der Zahlen- 
reihe, welcher das Schema (71.) entspricht. Man sieht, wie auf ähnliche Weise 
die Zahl A auch die Stammzahl einer dreiperiodischen Zahlenreihe, u. s. w. ist. 
Auch bedarf es keines weitern Beweises, dafs jede Zahl aus irgend einer 
dieser Zahlenreihen als Stammzahl unzählig vieler Reihen angesehen werden 
kann, da sich die auf die Grundzahlen beziehenden Betrachtungen in (§. 10.) 
hier ungeändert wiederholen. 

Es wurde z. B. gefunden, dafs 21 die Stammzahl der Zahlen ist, zu 
welchen das Schema 1, 1, (3) gehört. Da das Anfangsglied für diese Zahl 
= 4 und das Mittelglied =2 ist, so ist sie auch die StammzabI der zwei- 
periodischen Zahlenreihe, zu welcher das Schema 1, 1, 2, 1, 1, 8, 1, 1, (3) 
gehört. Hier ist y = 218, y' = 127. Berechnet man nach (70.) die nächst 
folgende Zahl, so findet man 109947. 

Es ergiebt sich aus diesen Betrachtungen zugleich, dafs die Anzahl 
der Stammzahlen unendlich grofs ist. 

Unter der Voraussetzung, dafs sich das Schema (71.) nicht wieder 
auf ein einfacheres zurückführen läfst, wie (72.) auf (71.), soll die Stamm- 
zahl, welcher das Schema (71.) zukommt, die Ur stammzahl heifsen. 
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33. 

Wenn es eine Zahlenreihe giebt, in deren entsprechenden Kettenbrflehen 
die Tbeilnenner a M 02, . . . a m anf das Anfangsglied folgen, während sogleich 
der Nenner des nächstfolgenden Quotienten =Z> ist, so giebt es auch eine 
Zahlenreihe 9 welcher das Schema n n «b* ... a m > (D) zukommt. Aus der 

Voraussetzung folgt nemlich nach (§. 16.), dafs -2—t — eine ganze Zahl (oder 

Null) ist Nun haben q und ij keinen gemeinschaftlichen Factor, also können 
auch D und q keinen solchen Factor haben. Ist nun A die kleinste Zahl 
aus der ersten Zahlenreihe und a das Anfangsglied des ihr entsprechenden 
Kettenbruchs, so ist, wie dort bewiesen, für die Zahl A h das Anfangsglied 
des ihr entsprechenden Kettenbruchs a-\-QA, wo Q den Werth q oder ±</ 
bedeutet, je nachdem q eine ungerade oder eine gerade Zahl ist. Soll nun 
A h eine Zahl sein, für welche D der mittlere Nenner ist, so ist es not- 
wendig und hinreichend, dafs 2\{Q\Qh)q\q% durch D dividirt, eine ganze 
Zahl giebt, die * heifsen mag. Man bat also, je nachdem q ungerade oder 
gerade ist, die Gleichung Dz — 2q 2 k = 2(aq-\-q f )^ oder die Gleichung 
Dz — 9% = 2(oy-f 7*) m lösen, wo z und k die Unbekannten sind. Diese 
Gleichungen können immer aufgelöset werden, da D und q keinen gemein- 
schaftlichen Factor haben; und für jeden Werth von h, welcher ihnen genügt, 
ist das entsprechende A h eine der gesuchten Zahlen. Der kleinste unter diesen 
Werthen von h giebt mithin die Stammzahl der Reihe, welcher das Schema 

*i9 02* ••• <*m> (D) zukommt 

Die Frage, ob ein gegebenes Schema a M a^ . . . a m , (D) einer Zahlen- 
reihe entspricht oder nicht, kommt also auf die einfachere Frage zurück, ob 
es eine Zahlenreihe giebt, bei welcher auf das Anfangsglied des entsprechen- 
den Kettenbruchs die Tbeilnenner a 19 a^ ... a m folgen, während der Nenner 
des nächstfolgenden vollständigen Quotienten =Z> ist. Soll dies der Fall 

sein, so mnfs treten*, wie schon bemerkt -^— ^ — eine ganze Zahl (oder Null) 

sein. Wird diese Bedingung erfüllt und bezeichnet man die ganze Zahl 
durch e, so mufs zweiten*, die Gleichung qx — 2q'y=e in ganzen Zahlen 
aufgelöset werden können; es mufs also q entweder eine ungerade Zahl sein, 
oder q und e müssen beide gerade Zahlen sein. Wird auch diese Bedingung 
erfüllt, so ist die verlangte Zahlenreihe vorhanden. Ist nemlich a ein Werth 

von y, welcher der erwähnten Gleichung genügt, so ist A « a* -f- " * ; + 
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eine ganze Zahl, and (aq-\-tf) 2 — Aq 2 = ±D. Giebt man dann dem a einen 
Werth, welcher der Bedingung <*:> ^t^)~v genügt, so gehört die ent- 



sprechende Zahl A zu der gesuchten Zahlenreihe; wie es ans (§.16.) erhellet. 
Es ergiebt sich hieraus noch Folgendes. Bezeichnet — den Werth 

des Kettenbrucbs dessen Theilnenner a, ö m ... a m sind, — den vorherge-» 

benden Näherungswert^ und man setzt p—aq\<f 9 so mufs — ein Näherung*- 
werth von ^A sein, sobald die Gleichung p 2 — Atf=z±D Statt bat, «ad 
D ^ g ^T . y | st Dagegen kann — kein solcher Niherungswertb sein, wenn 

D> g V*rv i s t. Aus der Gleichung p 2 — Aq 2 =*±D folgt nemlicb, dafs 

^-i — eine ganze Zahl =* ist, und dafs a ein Werth von y ist, welcher 
der Gleichung qx — 2q'y — e genfigt. Ist nun noch D < — 77^, also 
a *= — (7x7o)~v ^ so g j D( j a j| e Bedingungen erfüllt , damit die Entwickelung 

von }/A mit den Tbeilnennern a, !*„ ... « m beginne. Es erhelle», hieraus, 
dafs in der Entwickelung von jA kein Nenner eines vollständigen Quotienten 

gröfser sein kann, als der ihm entsprechende Werth von g ? ' ^ , und dshD 

sich unter den Nennern der vollständigen Quotienten finden mufs, wenn die 

Gleichung p 7 — Aq>==±P Statt haben soll und ü^ 2aq ^ f ist. 

Ein specieller Fall ist der bekannte Satz, dafs — ein Näherungswert 
von jA ist, sobald p 2 — Aq 2 = ±D und D<Z^A, d.h. also 0<*a ist, 



denn in diesem Falle ist immer D<C g ? ' * » da q<,<lq. 

q+q to— y 



Mit Hfilfe der vorhergebenden Bemerkungen wird es nun auch leicht 
sein, folgenden Satz zu beweisen, aus welchem sich wieder eine Abkürzung 
der Berechnung einer Pell' sehen Tafel ergiebt. 

Wenn es eine Stammzahl giebt, welcher das Schema 

(71.) Ä1 , o,, ... a mi (D) f 
zukommt, und es ist aj3>l, so giebt es, wenn a m > 1 , eine andere 
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Stammzahl, welcher das Schema 

(73.) 1, «4—1, <h, ... a m ^ n m — 1, 1, (D) 

entspricht. Ist aber n m = l, so giebt es eine andere Stanimzahl, welcher 
das Schema 

(74.) 1, a t — 1, Oa, ... * w _ 2 , «„.i+1, (/>) 

ankommt. In beiden Fällen folgt anch umgekehrt ans dem Vorbanden- 
sein einer Stamm zahl, welcher das Schema (73.) oder (74.) ankommt, 
dafs es eine Stammaahl mit dem Schema (71.) giebt. 

Man bezeichne durch Q den Zähler, durch Q' den Nenner des redu- 
cirten Werths des Kettenbruchs, dessen Theiinenner entweder 

1, a x — 1, a 2 , ... a m _ t , a m — 1, 1 

sein sollen, wenn nemlich a m >l, oder, wenn a m = l, 

1, «i—l, «2, ... **_*, « w -i+l« 
In beiden Fällen ist Q=q und Q' = (/ — <j, mithin ist 

Nun ist nach der Voraussetzung -^L± — e i De ganze Zahl, also auch 

X • Man setze daher diesen letzten Ausdruck — /£. Ferner mufs (§. 22.) 

entweder q ungerade sein, also auch Q, oder q und e mflssen beide gerade 
sein; im zweiten Falle mufs <j ungerade sein, also auch Q', dagegen ist Q 
gerade und eben so K — q — %<j\e. Das Schema (73.) oder (74.) kommt 
also jedenfalls einer Zahlenreihe zu, wenn das Schema (71.) einer solchen 
zukommt, und umgekehrt. Eigentlich ist, wie man sieht, hierdurch folgender 
Satz bewiesen: 

Wenn es eine Zahlenreihe giebt, in welcher auf das Anfangsglied des 
entsprechenden Kettenbruchs, die Theiinenner a A , flj, . . . a m folgen und es 
ist zugleich der Nenner des nächstfolgenden vollständigen Quotienten = D, 
während a t Z> 1 ist, so giebt es, wenn fl m > 1 ist, eine zweite Zahlenreihe, 
in welcher auf das Anfangsglied des entsprechenden Kettenbruchs die Theii- 
nenner 1, Hl— 1, a s , ... a m —l, 1 folgen, während zugleich der Nenner des 
nächstfolgenden vollständigen Quotienten =D ist. Ist aber a m =l, so giebt 
es eine zweite Zahlenreihe, in welcher auf das Anfangsglied des enlspreoben- 

Crella's Jounal f. d. M. Bd. LIII. Heft f. 7 
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den Kettenbruchs die Tbeilnenner 1, a, — 1, a 2 , ... a m _*, ä«,-i-|-1 folgen, 
während der Nenner des nächstfolgenden vollständigen Quotienten =D ist. 
Man nehme nun an, dafs fflr die Stammzahl der Zahlenreihe, welcher 
das Schema (71.) zukommt, das Anfangsglied des entsprechenden Kettenbrucha 
a sei, bei der Slammzahl der Zahlenreihe, welcher das Schema (73.) oder 
(74.) entspricht, sei das Anfangsglied b. Mithin ist a ein Werth von y, 
welcher der Gleichung qx—2qfy = e genügt, d. h. es giebt eine ganze Zahl g, 
welche durch die Gleichung 

a = *+*«* 

bestimmt wird. Aus demselben Grunde mufe es aber auch eine ganze Zahl G 
geben, welche durch die Gleichung 

bestimmt wird. Damit dieser Ausdruck wirklich eine ganze Zahl gebe, ist es 
demnach nothwendig und hinreichend, dafs, je nachdem q ungerade oder ge- 
rade ist, die Zahl b in der Form qh—a—l oder in der Form \q-h — a—\ 
enthalten sei, wo h irgend eine ganze Zahl bedeutet Da aber D der mittlere 
Nenner ist, so mufs 2(bQ-\- Q*) — 2(b<j-\-q — <f r ) durch D theilbar sein, 
d. h.: je nachdem q ungerade oder gerade ist, mufs 2[hq* — aq — q'] oder 
2[\hq 7 — aq—q'] durch D theilbar sein. Da nun schon 2(aq-\-q') nach der 
Voraussetzung durch D theilbar ist, so mufs mitbin auch 2hq 2 oder h(f durch 
D theilbar sein. Es mufs daher, wie in (§. 19.) bewiesen, statt h entweder 
Dk oder \D.h gesetzt werden, je nachdem keine oder eine der Zahlen D 
und q gerade ist. Im ersten Falle ist b in der Form ZtyA— a— 1, im zweiten 
in der Form \D.qh — a — 1 enthalten. Es ist mithin nur noch der Werth 
von h genauer zu bestimmen. Da b zu der Stammzahl gehören soll, so ist 
offenbar fflr h der kleinste Werth zu nehmen, fflr welchen Dqh—a — 1 oder 
±D.qh — a — 1 eine ganze positive Zahl ist, und zugleich in dem einen oder 
dem anderen Falle entweder Dqh — a—\ oder {D.qh — a — \ gröfeer ak 

D(Q4-Q ) O f 

— hÄ — — oder diesem Ausdrucke gleich ist, wo Q a den Zähler des 

Kettenbruchs bedeutet, dessen Theilnenner 1, a t — 1, a 2 , ... a m — 1 oder 
1, #i — 1, Oz, ... a m ^i sind, je nachdem «„>! oder = 1 ist. In jedem 
Falle ist Q =q—q und die letztere Bedingung heifst demnach, dafs Dqh— a— 1 

oder \D.qh—a—\ gröfser als oder gleich q ~%}^9~9\ sein mufs. 
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Es sei k' der Werth von h, welcher diesen Bedingungen entspricht, 
so dafs b = Dqh'—a — 1 oder \D.qh 9 — a — 1 ist. Die Stammzahl, welcher 
das Schema (73.) oder (74.) entspricht, sei B, während, wie früher, A die 
Stammzahl, A h die Ate darauf folgende Zahl bedeuten soll, welchen das Scheine 
(71.) zukommt. Dann sollen A und B conjugirte Stammzahlen heifsen und 
zwar A die primäre, B die secundäre. 

Man hat mithin, je nachdem keine oder eine der Zahlen/) und (/ge- 
rade ist: 

B^DQh ' — -1)»+ »<PP»— -IW+CTfl odep 

d. h. mit Rücksicht auf die Werthe Q*=q und Q z=q — q* ; 

(75.) B = (« _ ZfyA') 2 + »C-*MW+«r 
oder 



(76.) Ä = (a- 1 . yÄ') 2 -f 8(«-i p >7* , )^+? / ; 

Bestimmt man aber aus den Formeln (69.) und (70.) den Werth von A h , 
so erhfilt man dieselben Ausdrücke, sobald h! statt — h f gesetzt wird. Die 
Zahl A h < soll deshalb die Adjungirte der secundären Stammzahl heifsen« Von 
der Adjungirten an gerechnet werden also die Zahlen, welchen das Schema 
(71.) entspricht, durch dieselbe Formel gefunden, wie die Zahlen welchen das 
Schema (73.) oder (74.) entspricht ; letztere von der Stammzahl an gerechnet. 
Während man nerolich um die Ate auf A h , folgende Zahl zu finden in (69.) 
oder (70.) statt h den Werth A-f A' zu substituiren hat, findet man aus densel- 
ben Formeln die Ate, auf B folgende Zahl, wenn man — (A-f A') statt h setzt. 

Die secundäre Stammzahl und ihre Adjungirte sind gerade oder an- 
gerade zugleich. 

Aus dem Vergleich der Werthe von A und B ergiebt sich, je nach- 
dem von den Zahlen q und D keine oder eine gerade ist: 

(77.) B = A -f- ZiyA' - 2Dph' oder 

(78.) B = A + \ (I*fk' % ) - Dph 9 . 

Sind daher D und q beide ungerade, so ist die Differenz der zwei conjugir- 
ten Stammzahlen gerade oder ungerade, je nachdem A f gerade oder ungerade 
ist. Ist dagegen eine der Zahlen D und q gerade, so ist die Differenz der 

7* 
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Stammzablen gerade, wenn V gerade ist. Ist h' ungerade und^D gerade, so 
ist die Differenz der Stammzablen gerade, wenn D durch 4 theilbar ist; im 
entgegengesetzten Falle ist sie ungerade. Ist k' ungerade und q gerade, so 
ist p ungerade; die Differenz der Stammzablen wird also gerade sein, wenn 
q nicht durch 4 theilbar ist; im entgegengesetzten Falle ist diese Differenz 
ungerade. 

Der im Anfange dieses Paragraphs bewiesene Satz bezieht sich zunächst 
auf die Voraussetzung, dafs die Zahl der periodischen Glieder, je nachdem das 
letzte Glied gröfser als die Einheit, oder ihr gleich ist, mindestens = 2 oder 
= 3 sein mufs. Sind nur zwei periodische Glieder vorbanden und ist das 
zweite = 1, so gilt er mit einer kleinen Modification. Giebt es nemlicheine 
Stammzabl, welcher das Schema a i9 1, (D) zukommt und ist tfi>l, so giebt 
es auch eine Stamm zahl mit dem Schema 1, ö a , (D). Befallt man nemlich die 
frühere Bezeichnung bei, so ist auch hier Q = qf (y = q—q'f Q Q =q — q Q . 
Hat eine Stammzahl das Schema a^ (D) und ist tfi>2, so giebt es eine 
Stammzahl mit dem Schema 1, 0i — 2, 1, (D;, denn auch hier ist wieder 
Q = q; Q l= zq — q'j Q {) z=iq — q . In den noch übrigen Fallen gilt der Satz 
insofern, als man statt einer Periode deren zwei nimmt. Der Satz ist z. B. 
nicht unmittelbar auf die Zahl 6 anwendbar, weil die Periode nur aus dem 
Mittelgliede 2 besteht. Betrachtet man aber die Zahl 6 als Stammzahl mit dem 
Schema 2, 4, (2), so ist die Zahl 43 mit dem Schema 1, 1, 3, 1, (2) ihre 
secundäre Stammzahl. Es sind demnach mindestens die zwei periodischen 
Glieder 2, 1, oder das einzige = 3 vorhanden, d. h. es ist mindestens y=3. 

Die letztere Bemerkung fflhrt zu einer genaueren Bestimmung des 
Wertbs von h\ 

Man nehme zuerst an, e sei nicht Null, was immer der Fall ist, so- 
bald D keine Quadratzahl ist. Dann sind drei Falle zu unterscheiden. 

Erstens seien q und D beide ungerade. Der kleinste Werth von y, 
welcher der Gleichung qx — 2q'y=e Genüge thut, sei ß: Dann sind die 
Werthe von y Oberhaupt in der Form ß\qh enthalten. Aus diesen Wertben 
mufs der kleinste a genommen werden, welcher der Bedingung ß-\-q&^> 

2a g enfl g*i jedenfalls braucht also ß-\-qh nicht gröber als D zu 

sein. Aber ß ist mindestens der Einheit gleich. Setzt man A = |(Z>— 1), 
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so ist ß+qh = D-\-ß-\-(q—\)±(D-\) — 4(11+1). Nun ist q — i eine 
gerade Zahl und im ungünstigsten Falle = 2, aber in diesem Falle würe, selbst 
wenn nur /?=!, doch ß-\-D—i — ±(D-\-i) eine positive Gröfse; nm so mehr 
in allen übrigen Fällen, mithin ist ß-\-qh>D pnd daher keinesfalls a gröfser 
als ß-\-<i\(D — \). Nun ist a — a-\-qh, wo für h der kleinste (positive) 
Werth zu nehmen ist, welcher der Gleichung ös— 2f7i = 2(ay+y') genügt; 
mithin ist h höchstens =/> — 1 und a höchstens ß\\q{p — \). Da nun ß 
höchstens q—\ ist, so ist a höchstens q— l+i?(#— 1). Um b zu haben 
mub man a+1 von Dqh' abliehen, man hat also höchstens \qD—±q abzu- 
ziehen. Der Werth von h 1 ist so anzunehmen, dafs b positiv und aofserdem 

— ^~^2 w ' r ^' ^ er zwe * tei1 Bedingung wird genügt, sobald b 

nicht kleiner als D ist. Man hat also höchstens A'=2 zu setzen, denn dann 
ist Dqh 9 — föy+ly = ly(/? + l), also positiv und gröfser als D. 

Ist zweitens q ungerade und D gerade, so sieht man, mit Beibehaltung 
der vorhergehenden Bezeichnung, dafs er keinesfalls gröfser als ß-\ q.\D\s\. 
Nun ist hier ö = a + yA, wo h den kleinsten Werth bedeutet, welcher der 
Gleichung \D.z — q 2 h = aq^(/ r genügt, also ist h höchstens \D — \ und a 
höchstens q—\-\-\Dq-^q(\D — 1). Um b zu finden hat man also höchstens 
Dq von \Dqh' abzuziehen, d. h. es ist höchstens h' = 3 zu setzen. 

Ist drittens D ungerade und q gerade, so ist zunächst der kleinste 
Werth ß von y zu suchen, welcher der Gleichung \qx — q'y*=& Genüge 
leistet. Die Werthe von y sind nun in der Form /?+iy* enthalten; setzt man 
h = \(D- 1;, so ist ß-\-lq.±(D— l) = U+±((y-4)Z>+4/9 — q). Nun ist 

D = ^~~ZZ*> a ' 80 jedenfalls ß-\- \q.\{D — \)^> D und a keinesfalls gröfser 

als ß-\-\q.\(D—\). Ferner ist a = a-\-\q.h, wo h der kleinste Werth ist, 
welcher der Gleichung Dz — 2q 2 h = 2(aq-\-q') genügt, also h höchstens 
D—\ und a höchstens \qD\\q— 1, also ist mindestens b=\Dqh!—\qD—\q 
und hl höchstens =3. 

Ist e = und D und q ungerade, so ist die Gleichung qx—2q'y=0 
aufzulösen, also die allgemeine Form des Werths von y in diesem Falle 
y = qh. Setzt man h = ±(D— 1), so ist a nicht gröfser als q.\(D — 1). 
Ferner a = a-\-qh, wo h höchstens =D—\ ist, also a höchstens \qD—\q 
and b mindestens Dqti — \qD^\q—\, also höchstens h' = 2. Ist D gerade 
und q ungerade, so findet man, dafs mindestens b = ±qDh'— qD\q— 1 ist, 
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also höchstens A' = 3. Ist D ungerade und q gerade, so ist £y.£(Z>-J-l) 
gröfser als D, mithin a nicht gröfser als ±q.b(D-\-i), woraus folgt, dafs b 
mindestens = \Dqhl — $qD-\-\q — 1, also höchstens A' = 2 ist. 

Es ergiebt sich hieraus als allgemeines Resultat, dafs spätestens die 
dritte auf die primüre Stammzahl folgende Zahl die Adjungirte der secundSren 
Stammzahl ist. 

25. 

Eine besondere Beachtung verdient der Fall ffir D = 2. Der im An- 
fang von (§. 23.) bewiesene Säte nimmt dann noch eine andere Form an. 
In (§. 3.) wurde nemlich angemerkt, dafs in diesem Falle der mittlere Theil- 
nenner k entweder =a oder =a — 1 ist, je nachdem A — a eine gerade 
oder eine ungerade Zahl ist. Ferner wurde dort bewiesen, dafs Oberhaupt, 

wenn * = 77 * 8t > der letzte periodische Theilnenner nicht kleiner als D sein 

2a 
kann, dafs dagegen, wenn k = — — i ist, dieser periodische Theilnenner der 

Einheit gleich sein mufs. Ist also D «s= 2, so heifst dies : der letzte periodische 
Theilnenner wird gröfser als die Einheit oder ihr gleich sein, je nachdem 
k — a oder k = a — 1, d. h. je nachdem A — a gerade oder ungerade ist. 
Auf diesen Fall angewandt heifst mithin der erwähnte Satz wie folgt: 
Wenn es eine Stammzahl A giebt, welcher das Schema 

4, o,, ... ö m , (2) 

zukommt, während das Anfangsglied =a ist, und es istHt^l, so giebt 
es eine andere Stammzahl, welcher das Schema 

1, u t —\ y öj, ... a m — 1, i, (2) 
oder das Schema 

1, a x — 1, «2, ... m _ 2 , a^+l* (2) 
zukommt, je nachdem A — a eine gerade oder eine ungerade Zahl ist. 
In Beziehung auf den Werth von h f ist in diesem Falle Folgendes zu 
bemerken. 

Ist * = a, also * = ^j, so ist, wie in (§.3.) bewiesen, 2y ü = y' 
und mithin gj ? =1; der kleinste Werth von y, welcher der Glei- 

chung qx—2tfy — e genagt, ist also hier der Werth von a und daher a 
höchstens q— 1 und b mindestens ?A'-(?— t). Ferner ist 2 ( 2 r-fo>~ ( 9~«fl — 1. 
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Ist aber y der kleinste Werth von y, welcher der Gleichung qx—2{q—q 9 )y=^E 
genügt, so ist b der kleinste in der Form y-\-qh enthaltene Werth, welcher 
gröfser als $ ist, b braucht daher, nm dieser letzten Bedingung zu genügen, 
nicht gröfser als 2 zn sein. Aach kann b kein Vielfaches von q sein, mit- 
hin kam a nicht =q — 1 sein, oder der höchste Werth, den a haben kann, 
ist q — 2. Ist nun A und mithin auch a gerade, so ist a höchstens q — 3, 
mithin b mindestens qh'—(q—2). Man braucht daher nur A' = l zu setzen, 
was 4 = 2 giebt. Ist A und mithin auch a ungerade, so mufs q 9 gerade 
sein, da p und q, wie in (§. 3.) bemerkt, ungerade sind, also mufs auch 

JE— : t?~v) + UO g era< j e se j n# Wfire nun «=^—2, so wäre &e=(A # — l)y-[-i, 

also mOfste y = l sein. Der zu y = l gehörende Werth von x, welcher der 
Gleichung qx—2(q—q 9 )y = E genügen sollte, mflfste ebenfalls ungerade sein. 
Ware nun # = 1, so hätte man 2q' — q = E; was nicht sein kann, da i? po- 
sitiv, während q>a x q 9 , d.h. q>2q', also 2q f — q negativ ist; wäre #==3, 



so hätte man y-f-2y' = ^ — ' ; ■- , d. h. 4qq' — </'* + 2, was ebenfalls nicht 

sein kann. Da es nun noch weniger statthaft ist, gröfsere Werthe für x an- 
zunehmen, so folgt, dafs y nicht kleiner als 2, mitbin a höchstens q— 3 sein 
kann; demnach ist b mindestens qh!—q\2 und man mufs daher wieder 
A' = l setzen. 

Ist*=a-1, so ist nach (§.3.) q=2q°-q', mithin 2(2 ^ MW) = t . 

der kleinste Werth von y, welcher der Gleichung qx — 2(q — q')y=E genügt, 
ist also der Werth von b, mithin kann b höchstens q—\ sein, dann wäre aber 
Q = qk' — (J-|- 1), d.h. a ein Vielfaches von q; was nicht sein kann, also ist 

* höchstens q-2. Nun ist ?M^z£ = |, die Bedingung g^ 2( ^ o) ~' / ' 

ist also erfüllt, sobald a = 2. 

Ist mitbin A ungerade, also a gerade, so kann allerdings b = q — 2 
und daher q — (b-\-l) = i sein. Da nun a mindestens =2 sein mufs, so 
mufs man h' = 2 setzen und hat daher in diesem Falle a — q-^l. Dieser 
Fall tritt also dann ein, wenn der kleinste Werth von y, welcher der Glei- 
chung qx — 2q , y=e genügt, der Einheit gleich ist. Nun mufs aber der ent- 
sprechende Werth von x ungerade sein, da p und q und mithin auch q 9 und e 
ungerade sind. Auch kann x nur der Einheit gleich sein. Wäre a = 3, 

80 hätte man 9q— 2^= ^ 2 , d.h. Sq 1 — 2qq , = q' t +2. Es ist aber 
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Sq 2 — 2qq 9 > q 7 und q > 2q'$ diese Gleichung kann daher nicht Statt finden, 
und noch weniger können gröfsere Werthe fflr x gesetzt werden. Der Fall 

k f = 2 kann also nur dann eintreten, wenn q — 2y' = ** "*~ ist, d.h. 

(y_y') 2 = 2(y r, qFl); mit andern Worten : 0"=2(y' f +l). Nun ist y>a 1 y'. 
Diese Bedtngungsgleichung kann also nur Statt finden, wenn /i 1 = 2 ist. Setzt 
man daher q = 2q'+q", so ist (q f +q>y=2tf t Tl) oder (yW?=2(y" f ±l); 
hieraus folgt wieder y' = 2?"-fy" «nd (y l '-y w ) a = 2(y llft qFi)- Mon sieht 
also, indem man diese Betrachtung fortsetzt, dafs man auf eine Zahlenreihe 
q, q\ q", ... kommt, in welcher allgemein q t = 2q t + l -\-q,+ 2 ist; zuletzt raufs 
demnach y, +1 =i, y 4+2 ==l sein, und (y t — y #+l ) 2 = 2(yj +1 4-l). Soll also 
A' = 2 sein, so mufs der Kettenbruch, welcher der Zahl A entspricht, so 
beschaffen sein, dafs das letzte periodische Glied =1, alle vorhergehenden 
aber = 2 sind. Umgekehrt läfst sich nachweisen, dafs jeder Kettenbruch 
dieser Art einer Stammzahl entspricht, und dafs dann k' = 2 zu setzen ist 
Dafs dies bei dem Schema 2, 2, 1, (2) wirklich der Fall ist, läfst sich un- 
mittelbar nachweisen, die Stammzahl ist > 1. Ist es aber bei einem Schema 
dieser Art, welches n periodische Theilnenner, die =2 sind, enthalt, der 
Fall, so mufs es auch so sein, wenn das Schema n-j-i solcher Theilnenner 
enthalt. Behalten neinlich fflr das letztere Schema die Buchstaben q, q\ 9" 
ihre frühere Bedeutung, so ist, nach der Voraussetzung, (q' — <f 9 f es 2 (q' n ±l ) 

und zugleich q=z2q'+q", mithin auch (q -Y/ = 2(y' f +l) und q-2q'=£32; 

aufserdem ist q ungerade. Es sind also die nölbigen Bedingungen erfüllt, 
damit dem Schema eine Stammzahl entspricht (§. 22.) und da q — 2q f = e, 
so folgt, dafs a = q-\-\) also ä' = 2 ist Diesen besondern Fall abgerechnet, 
wird also auch, wenn k=a—\ und A ungerade ist, A'=l, mithin 
bs=zq - (a -f-1) sein. 

Ist A gerade, also a ungerade, so kann b höchstens q — 3 sein, mit- 
bin jedenfalls A'— 1. 

Aus dieser Discussion ergiebt sich also, dafs immer, wenn Z> = 2, 
b= q — (a-\- 1) ist, den Fall ausgenommen, wenn das Schema 2, 2, 2, ... 1 (2) 
zur Stammzahl gehört, wo b = 2q — (a -{- 1 ) ist. 

Aus der Formel (78.) folgt, je nachdem // = 1 oder A' = 2 

A-B = 2p-q\ 
A-B = 4(p-q>). 
Abgesehen von dem Ausnahmefall ist also A gröfser oder kleiner als B, je 
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nachdem 2p gröfser oder kleiner als q 2 , d. h. je nachdem 2y' gröfser oder 

kleiner als q(q — 2a) ist Da nun q>2q', also — ein echter Bruch ist, so 

heifst dies : die primäre Stammzahl ist gröfser oder kleiner als die secundäre, 
je nachdem q kleiner oder gröfser als 2a ist. Auch folgt aus der Gleichung 
A — B = 2p — q 2 , dafs von den zwei conjugirten Stammzahlen immer die 
eine gerade, die andere ungerade ist 

Aus der Gleichung A — B = 4(p — q*) folgt, dafs A gröfser oder 
kleiner als B ist, je nachdem q kleiner oder gröfser ist als 0. In diesem 
Falle ist aber, wie oben gezeigt, immer a = q J ^l t) also q<a, mithin ist 
im Ausnahmefall die primäre Stammzahl immer gröfser als die secundäre, und 
zwar b=zq — 2. Ferner ist A — B durch 4 tbeilbar. Nun folgt, wie be- 
kannt, aus der Gleichung p 7 — Aq 2 = ±2, dafs A nur in der Form 4n-\-2 
oder 4it-f 3 enthalten sein kann, die conjugirten Stammzahlen werden also 
beide entweder in der Form 4» -f 2 oder in der Form 4n-f3 enthalten sein. 

Es ist aber Oberhaupt A = a*-\- U( ^ \ ^ + , und in dem Ausnahmefall ist q f 

ungerade, a = q -f 1 gerade, folglich A ungerade, mithin sind in diesem Falle 
die conjugirten Stammzahlen immer in der Form 4n-f3 enthalten. 

26. 

Kennt man den Nenner d des vollständigen Quotienten, aus welchem 
sich der periodische Theilnenner tf {>1 in der Periode der Stammzahl A ergiebt, 
so kann man, mittels des in (§. 8.) angewandten Verfahrens, den Nenner d h 
des vollständigen Quotienten finden, aus welchem sich derselbe Theilnenner 
in der Periode der Zahl A h ergiebt. 

Bezeichnet man durch /' den Werth D oder \D, je nachdem A h aus 
der Formel (69.) oder aus der Formel (70.) zu berechnen ist, so findet man: 

d h — d = [2fqh.a,a i +f 7 qVi 2 .a l ,a i —(A h — A)a l ,a i ]a i ,a i , 

also, wenn man die Wertbe von A h und A berücksichtigt, 

d h — d==2fqh(a 2 ^a i — ^a^a^a^a i = 2fh.a i ^a i .a i+2 ^a m ^ 

Auch hier bilden also die Nenner der vollständigen Quotienten, welche den- 
selben Theilnenner geben, eine einfache arithmetische Reihe. 

VI. 

An die vorhergebenden Untersuchungen Aber die Kettenbrüche, deren 
mittlerer Nenner D — 2 ist, schliefsen sich ganz ähnliche Betrachtungen an, 

Crelle'i Journal f. d.M. Bd. LIII. Heft 1. 8 



58 '• Stern, zur Theorie der periodischen Kettenbruche. 

• 

wie sie in (§§. 12—15.) in Beziehung auf die Kettenbrüche entwickelt worden 
sind, weiche kein Mittelglied haben. Ich beziehe mich hierbei auf die Ab- 
handlung Göpel" s, welche auch in diesem Journale (Bd. 45.) abgedruckt ist. 

Es war längst bekannt, dafs jede Zahl, deren entsprechender Ketten- 
bruch das Mittelglied 2 hat, wenn zugleich die Anzahl der periodischen Theil- 
nenner gerade, in der Form x t -\-2y l dargestellt werden kann, wo x und y 
ganze Zahlen sind. Aber Göpel bat zuerst gezeigt, wie man die Werthe 
von x und y unmittelbar durch den der Zahl entsprechenden Kellen brach 
finden könne. Zwar hat er sich nur auf den Fall beschrankt, wenn die Zahl 
eine Primzahl oder das Doppelte einer solchen ist, in welchem Falle, nach 
einem bekannten Satze, der später auch mit Hülfe der Kettenbrüche bewiesen 
werden soll, es nur eine einzige Darstellung der Zahl in der Form x 2 -\-2y l 
giebt. Allein diese Beschränkung ist nicht blofs überflüssig, sondern es wer- 
den durch dieselbe auch einige interessante Eigenschaften verdeckt. In der 
Tbat gilt GöpeVs Beweisführung ungeändert auch in dem allgemeinen Falle, 
und wenn alsdann die Zahl auf mehr als eine Weise in der Form x 2 -\-2y t 
darstellbar ist, so findet man immer eine und nur eine dieser Darstellungen 
aus dem der Zahl entsprechenden Kettenbruch. 

Mit Beibehaltung der frühern Bezeichnung sei 

a n Oj, ... a m , (2) 

das Schema, welches irgend einer Zahl A zukommt; das Anfangsglied sei a 
und a z einer der periodischen Theilnenner. Man setze * n a z = ih'; a^ a z —nf 
ö 1 ,a^ 1 = m Q ; a 2 ,a^ 1 = w„; a,a z = M; a,a z _ l = M {) ; a z+l , a m = p; 
0*4-29 <* m = v; so wird, wie Göpel bewiesen hat, einer der drei folgenden 
Fälle Statt finden. Es wird nemlich, wenn das Mittelglied der Periode =a 
ist, immer ein Theilnenner a x vorbanden sein, so beschaffen, dafs 

im ersten Falle: q =5= m, 2 , -f 2m' § ; p' = ri* -f- J-»5 un( * sogleich u = 2m'; v^=tn^\ 

im zweiten Falle: y = «•'*-}- 2«i3; p r = n2-f-^n 2 ; psm'; y = 2»t ; 

im dritten Falle: y=(f»'4-»0 2 4~2to'Vp'=w 2 -f i( n *f *u) 2 and zugleich a, +1 =2. 

Im ersten Falle ist ity gerade, also n ungerade, im zweiten ist n 

gerade, also n ungerade, im dritten ist n-f flu gerade, also sind n und n 

beide ungerade. Je nachdem der erste, zweite oder dritte Fall Statt findet, 

werde ich sagen, dafs q zur ersten, zweiten oder dritten Classe gehört. 

Die Zahlen, für welche q in dieselbe Classe gebort, sollen zu derselben 
Classe gerechnet werden, so dafs also eine Zahl zu der ersten, zweiten oder 
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dritten Ciasse gehört, je nachdem dies bei dem entsprechenden f der Fall 
ist. Alle Zahlen, welche in derselben StamrazahL gehören, gehören also auch 
zu derselben Ciasse. Eben so gehören conjugirte Stammzahlen zu derselben 
Ciasse, wenn sie Urstammzahlen sind (§. 21.). Dagegen gehört z. B. 48 
in die erste Classe, nicht aber 6 (vgl. §. 23. am Ende nnd §. 32.). 

Bezeichnen J' * , jj , , die drei aufeinanderfolgenden 

vollständigen Quotienten, aus welchen sich die Theilnenner a z> a, +1 , *i x+ , 
ergeben, so beweiset Göpel, dafs im ersten Falle D {) — 2D ist, und da 
A=J 7 + D {) D ist, so folgt J=J 2 +20 2 . Im zweiten Falle \slD = 2D tn 
also A=J 2 ^2Dl Im dritten Falle ist 2D = D () + D 1 und zugleich 
J=l(D ll -\-D')-l(D [) -D'). Hieraus folgt A = J 2 + D ll D = J \r(D {i — D , Y 
-f 2.±(Z> -f- D x )\ Nun sind J(H„— U,) und ^{D^D,) ganze Zahlen, also ist 
wieder A in der Form ar 2 -f2y* ausgedrückt. Statt, wie es hier geschiebt, 
die Werthe von x und y durch die vollständigen Quotienten auszudrücken, 
kann man sie auch unmittelbar durch die Theilnenner des entsprechenden 
Kettenbrachs ausdrücken, ähnlich wie in ($. 12.). 



28. 

Ich schicke zunächst folgende Bemerkungen voraus. 

2m' 
v m. 



Gehört g in die erste Classe, so ist — = — • d.h. 



'0 



*[•*+'+ sbr-. .x ±1 = "*+* 






Ist a x+l gerade, so mufs daher a* — |«*+i sein; ist a l+l ungerade und 
zwar i=2/-fl, so ist — gröfser als 2/-f 1 und kleiner als 2/-f 2, mithin 
ii, = / = | (ö, + i — 1). Jedenfalls kann also ö t+1 nicht kleiner als 2 sein. 
Gehört y in die zweite Classe, so ist -£ = •= — , d. b. 



2m, 



also mufs o x+l ^=^a z oder |(a^ — 1) sein, je nachdem a z gerade oder un- 
gerade ist; mithin kann a z nicht kleiner sein als 2 und es ist m' >> 2m • 

Hieraus folgt ferner, dafs, obgleich die Zahl q im Allgemeinen auf 
mehr als eine Art in der Form x 2 -j- 2y* darstellbar ist, unter diesen verschie- 

8* 
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denen Darstellungen doch immer nur eine einzige ist, verjnöge deren q in 
eine der drei Classen gehört. Es versteht sich von selbst, dafs nicht q = 
*i» *Li + 2«i, <*\ = «i, <i + 2«i, < oder q = a„ ä 2 -f 2^, ö 2 ^ = u H a 2 -f 2^ aj_ t 

oder q = fo, «,-f fl n «*--i)* + 2 < l n «£ = («n «p + «i* * P -i) 2 + 2a n «p 8ein 
kann, sobald nicht z—p ist, d.h. es kann nicht q auf mehr als eine Art 

zu einer und derselben Glasse gehören. Eben so wenig kann a t , a\ -f 2tfi, fl^.i 

= tf M "3Li + 2«i, fl 2 , sein, d. h. es kann nicht q zugleich zur ersten and 

zweiten Classe gehören. Gehört q in die erste Classe, so dafs q = 

<*n <4-i -f 2«i , a 2 . ist, so kann nicht sogleich q = {a x , o p -{- <*i % 0p-i) 2 -f 2*i > «p 

sein. Denn jedenfalls mfifste/?<C* sein; wire/n=s — 1 und a x =l, so wäre 

«!,«* = «!, a p +« n «^. n also a 1 ,^. 1 +2a 1 , ^=ö 1 ,i^ + 2(a 1 ,a p + a A ,a p . 1 ) 2 

> (« t , a p -f ö n a p _i) 2 -f- 2n n ö 2 ,; und um so mehr wenn a z > 1 oder 

/*<«— 1 ist. Auch kann nicht q in die zweite Glasse gehören, so dafs 

q = m, ö 2 -f 2fli, öLi und zugleich y = (a M « P + Ä n Ä P-i) a + 2a i> ä p sind « 
Dies wäre nemlich nur unter der Voraussetzung möglich, dafs p = z—l 
und a z = i, während oben bewiesen wurde, dafs a z nicht kleiner als 2 sein 
kann. Eben so folgt, dafs nicht q zur dritten Glasse gehören kann, so 
dafs q = (a t , a x -f a 19 ö*_i) 2 -f 2öi , oj und zugleich y = a M iij-f 2«n ^-i 
ist. Dies wäre nur möglich, wenn/i=s-|-l und « p =« x+1 ==l wäre, während 
#,+, = 2 sein mufs. 

39. 

Nach (§.3.) kann das Mittelglied der Periode nur =a oder =a—l 
sein. Es sei zuerst das Hittelglied =a; dann ist (nach §. 3.) q f = 2q°; 
nun ist zugleich p f q—q Q qT = l n also p'q = 2q%-\-l und 2/>'y = y'*-|-2. 
Gehört y zur ersten Classe, ist also y = m 2 ,-f 2m" und 2p' = n 2 -\-2n 2 , so ist 

q"+2 = (iWüii -f2m'ii) 2 -f 2(Wün — m'iiü) 2 , 

also, da r/i^n — m'«o= ±1 ist, 

y 1 = m Ho -|- 2iw'n. 

Nun sei .4 eine Stammzahl, so hat man nach (§. 16.) 



* 5 — 7 > 

A ^ (o«.+it.)'+2(W-i-») , M= itf;+Mf» 



mithin 
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Setit man nun 

x = *— t und 

7 

y ~ q "i 

so sind x und y positive Zahlen, und es ist A= x 2 -\-2y 2 . Ferner ist 

Nun ist iW ( ? + 2ilf 2 durch q theilbar, also auch m 9t M^mlM\ und da 
m' Sf {) — mJML = ± 1 ist, so mufs auch Mm {) -f M m' durch q theilbar sein; 
d. h. es ist y , und mithin auch x, eine ganze Zahl, und es somit nachge- 
wiesen, dafs die Stammzahl A in der Form x 2 -f 2y 2 enthalten ist. 

Aus der Stammzahl findet man jede Zahl A h , indem man a-f qh statt 
a setzt. Setzt man daher 

n= [^ + 7*)m^ M ]m + [(a +<? A)m + Wo Jm^ = y + j^ und 

2m' f — ro 2 = a; 2m'm () = ß, so ist 

also auch jede zur Stammzahl A gehörende Zahl in der Form a?-\-2y* ent- 
halten. 

In dem hier betrachteten Falle ist m ungerade, also auch a, und da m f 
und in keinen gemeinschaftlichen Factor haben, so ist dies auch bei a und ß 
der Fall. Die unbestimmte Gleichung 

(79.) au — ßv = ±l 

ist mithin immer auflösbar. Nun ist 

ay h — ßx h = ay — ßx = M m' — Mm () = ±l. 

Es sind also v=x h und u = y h zusammengehörende Werthe, welche der 
Gleichung (79.) genügen. Unter diesen Werthen sind x und y, welche zu 
der Stammzahl gehören, die kleinsten. Gäbe es nemlich noch zwei kleinere 
zusammengehörende Werthe x' und y*, so wäre, wenn h 1 irgend eine gante 
positive Zahl bedeutet, 

x = x' + ah'! y = y-\-ßk' und 

x 7 + 2f = a* l + 2f l +2(*x'+2ßy)A' + (a 2 + 2ß')h'\ 
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Nun isia 2 +2/3 2 =^ also «+2/?>f, mithin wäre jedenfalls j(*?+2y*)>q+l, 
d. h. die gröfste in jA enthaltene Zahl a wäre ;>y-f 1. Allein es wurde 
früher bewiesen (§.25.), dafs a in' der Regel kleiner als q ist; nnr in dem 
Ausnahmefall ist a = q-\-\, und allein in diesem letzteren Falle mufs q zur 
dritten Classe gehören, da alle periodischen Theilnenner, den letzten ausge- 
nommen, = 2 sind, mitbin a z = a z+l ist, was nach (28.) weder bei der er- 
sten, noch bei der zweiten Classe der Fall ist. 

Man könnte vielleicht einwenden, dafs möglicherweise der letzte perio- 
dische Theilnenner a m — 1 = a* +1 wäre und q zur zweiten Classe gehörte. 
Allein dann würde y = m'-fro sein, während </ — m ft -\ 2m 2 sein mOfste. 

§ 

Man bemerke gelegentlich , dafs überhaupt der letzte periodische Theilnenner, 
wenn er der Einheit gleich ist, nicht a z + t sein kann, da q, zu welcher der 
drei Clässen es geboren mag, nicht z=m'-\-m sein kann. 

Gehört 9 zur zweiten Classe, und ist also q = m f f -|-2«iJ; 2/>'=n 2 -f2a*, 
so ist 

9 '•+ 2 = (m'n + 2m n )> + 2 (m\ - m n)\ 

mithin q' = m f n-\ r 2m n {) . Hieraus folgt wieder 



Setzt man nun 



x = — - und 

7 



v itfm -f M m y 

so ist nicht blofs y, sondern auch x eine positive Zahl, da, wie (§. 28.) be- 
wiesen, fn';>2iw ist, und es ist A = x 2 -\- 2y*. Nun ist 

2(iiix-^c> M )+wi(^ 2 +2^o) = ^V> 

nnd da M 2 -\-2M* durch y theilbar ist, so ist auch Mm^Mjri durch q theil- 
bar. Folglich ist y , und mitbin auch x eine ganze Zahl, also ist auch in 
diesem Falle die Stammzabl A in der Form x 2 -\-2y 2 darstellbar. 

Setzt man hier r/i' f — 2ihJ = a; 2m'm =/?, so findet man wieder, wie 
im vorhergehenden Falle, dafs 

^ A = (x + aA) 2 + 2(y+/3*) 2 = ^-f2yi- 

■ 

Aach folgt wieder, dafs die Gleichung (79.) immer auflösbar ist, so wie, dafs 
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ist and dafs x und y die kleinsten zusammengehörenden Werthe sind, welche 
der Gleichung (79.) Genüge leisten. 

Gehört <f zur dritten Classe, und ist also y = (m' -f m,,) 2 -f 2m' 2 ; 
2// = (n4-u ) 2 -f2» 2 , so ist 

2p'q = [(m'+«i )(n + *O + 2™yP^^ 
mithin 

y' = (m'-f w )(»-j- n li )-\-2m'n 



and 



J 



(Af4-;t/ ) l +2M* 



Man setze nun 



_ 2Mm'--(M+M )(m'-f m ) 

y q , 

so ist A = x 2 -\- 2y 2 . Nun ist 

(m'HW[(itf+^o)H2^ . 

also da (M-\-M {) ) 2 +2MP durch q theilbar und m'(M (r | ilf ;— (m'-fiH ) M = ±1 
ist, so ist auch iw f (iW-f Af ) -{- (^ |f "}" w o) ^" durch y theilbar, d.h. y, und mithin 
auch £?, sind ganze Zahlen, und es ist demnach auch in diesem Falle nachge- 
wiesen, dafs A in der Form ar-fäy 2 darstellbar ist. 

Wahrend aber in den zwei früheren Fällen der Werth von x immer 
positiv war, so kann er hier sowohl positiv als negativ sein. Setzt man 

2m' 2 — (»•' | m,,) 2 =^a; 2 (m' + »O m' = ß, 

so kann auch a positiv oder negativ sein, es werdeu aber x und a immer 
dasselbe Zeichen haben. (Aus 2m' 2 --(*// -f m ) 2 ^ folgt, dafs a positiv 

oder negativ ist, je nachdem — => l-fy2.) Man findet nemlich 

ay — ßx = ro r üf — fttm^ — + 1 . 

Diese Gleichung kann aber nur bestehen, wenn a and x gleiche Zeichen haben. 
Bezeichnet man wieder durch x h und y h die Werthe, welche man be- 
züglich aus x and y erhält, wenn man a-\ <jh statt a setzt, so findet sich 

*h = * + ah; y h = y + ß/< 
and 

A h = (* + «Ä) 2 -|-2(y + /?A) 2 . 
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Es ist also auch hier nachgewiesen, dafs jede solche Zahl in der Form x 1 -\-2y 2 
enthalten ist. Auch beweist man hier wieder wie früher, dafs die Glei- 
chung (79.) immer auflösbar ist, und dafs x und y die kleinsten zusammen- 
gehörenden Werthe sind, welche dieser Gleichung genügen (wobei man sich x 
positiv genommen vorstellt). Im Allgemeinen ist nemlich auch hier wieder 
das Anfnngsglied a <^q. Im Ausnahmefall aber, welcher, wie oben gezeigt 
wurde, immer zur dritten Classe gehört, kann es noch ein Paar zusammen- 
gehörender Werthe geben, welche bezüglich kleiner als x und y sind. Denn 
setzl man x = j/-f a *V Y — y'-^ßh'* so * S N wenn A' == 1 : 

x 2 -f 2f = x'* + 2y n + 2(ax l -\-2ß/)-\-a 2 -\-2ß i . 

Nun ist «* -i ■ 2/jP = y 2 und a-\-2ß^>q; es kann also die gröfste in ^{x 1 -\-2y u ) 
enthaltene ganze Zahl =y-f 1 sein. Allein in diesem Falle wird a immer 
==+1 sein: denn setzt man a 1 ,ö <c _ 2 = /, so ist m! — 2fw„ -j- /, also a = 
2(2#i»o4-i> 2 — (3«^ l -f-/) a = (2ut ü 4-0/ — ml = m f l — jwJ= + 1, wo das obere 
oder untere' Zeichen, unter denselben Umständen, wie in der Gleichung 
<xy — j&r = ±l zu nehmen ist. (Man hat nemlich in diesem Falle f/i u = n, 
/ = n l( , a also tn'l — ml = m'n — w? t) n. Man sieht zugleich, dafs überhaupt <x 
immer und nur dann = + 1 ist, wenn sauimtliche Theilnenner a n ö 2 , ... a z 
den Werth 2 haben, und das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je 
nachdem % gerade oder ungerade.) Dieser Gleichung wird also Genüge ge- 
leistet, wenn man y' = l, j?' = setzt. Man hat mithin x — a ß y = ß-\-i 
und in so fern man den Werth Null ausschliefst, sind auch diese Werthe wieder 
die kleinsten zusammengehörenden, welche der Gleichung (79.) genügen. 

Bisher wurde immer vorausgesetzt, dafs das Mittelglied der Periode 
= u sei. Isl es aber a — 1, so hat man y= 2q () — q 1 und in Folge der 
Gleichung p'q — q {) q'= 1 ist q n + 2 = q(2p'— q'h Es bleibt daher Alles wie 
früher, nur dafs 2p f — q an die Stelle von 2p f tritt. Entwickelt man nemlich 
den Werth von 2p 1 — q\ so findet sich, dafs dieser Ausdruck, je nachdem A 

zu einer der drei Classen gehört, genau denselben Werth hat, welcher früher 

n n j_2 
für 2p 1 gefunden wurde. Da mithin die Werthe von q und ' ' genau die- 
selben bleiben, wie im früheren Falle, so bleiben auch alle daraus abgeleite- 
ten Formeln unverändert. 
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30. 

Es wurden oben die vollständigen Quotienten, aus welchen sich be- 
züglich die drei Theilnenner a x , a x+1 , a z ^ ergeben, durch p ° > JT , 

— jp— bezeichnet. Nun ist 

± J = Am'm — iWJf ; ±D = HP — Am'\ 

Gehört A zur ersten Ciasse, so findet man hieraus, wenn man statt A seinen 

Werlh fff|jy setzt, J=x, D = y. Nun ist A = J 2 +D D = x 7 +2f, 

also ist jD =2y = 2jD. Gehört A zur zweiten Classe, so findet man, durch 
Substitution seines Werthes, J—x, D — 2y also D u =y = ±D, und wenn 
A zur dritten Classe gehört, J = y±x, D=y. Nun ist in diesem Falle 
ä z41 = 2, also, wie bekannt. J' = 2ß- J— y+x und A = J'*-\- DD = 
(y + x) 2 -\-yiy = x 2 '\-2y l , also D'=y±2x, und da auch J = J 2 -\ D D 
= (y±*) v f J? () y ist, so folgt /> = y+2x, mitbin ö = £ (Z> 4- />')• Dieses 
sind die oben erwähnten Göpetscfoen Formeln. 

31. 

Wenn -*, — zwei aufeinanderfolgende Näherungswerte von y/A be- 

r , +2r lt 
zeichnen und es ist s<Zq, so mufs, wenn A= tTo » * 8l > auc ^ y — *o4~2* 2 

sein. Denn es ist #r — s r' = ±1. Setzt man nun P = 2r'*-f* r .; 
# = **-{-2* 2 , so findet sich P 2 — AQ 2 = — 2, wenn man statt A seinen 
Werlh setzt. Es sind also P und (? zusammengehörende Werthe von x und 
y, welche der Gleichung x 2 — Ay 2 = — 2 genügen. Nun erhält man , wie 
bekannt, alle Werthe von x und y, wenn man Zähler und Nenner der Nähe- 
rungswerte von yA nimmt, welche aus allen Theilnennern gebildet sind, die 
dem mittleren Theilnenner in der ersten , zweiten u. s. w. Periode vorausge- 
hen, so dafs die kleinsten zusammengehörenden Werthe x=p und r = y 
sind. Wäre nun nicht P=p und Q=q, so müfsten P und Q Zähler und 
Nenner des Kettenbruchs sein, welcher aus allen Theilnennern gebildet wird, 
die dem mittleren Theilnenner in der zweiten oder einer folgenden Periode 

vorausgehen. Nimmt man also an, dafs der Bruch — aus den Theilnennern 

a, n t , ... #/ gebildet ist, so mflfsten mindestens die Theilnenner 

(80.) ä /+1 ... a m , a m , ... öt, 2<$, a 19 ... a m 
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dazu verwendet werden, um den Bruch — zu bilden. Allein, da a mindestens 

= 2 (abgesehen von -4 = 3), so ist schon der Zähler des aus den Theil- 
nennern a m , ... a^ 2a gebildeten Kettenbruchs gröfser als 4y und um so 
mehr gröfser als 4*. 

Ist unter denselben Voraussetzungen A = t J a ; , so mufs y=* 2 -f-2^ 

sein. Setzt man nemlich JP = *r ' -f 2* r ; 0g=j'-|-2j5, so mfifste g- der 

W#rth des Bruchs sein, welcher aus der Reihe (80.) entspringt, da wieder 
P* — AQ* = — 2, während, wie eben bewiesen wurde, der Zähler dieses 
Bruchs gröfser als As ist. 

Ebenso folgt, dafs, wenn unter denselben Voraussetzungen A*= \ "T :/. J 

ist, auch y == (*-|-*o) 2 +2* 2 sein mufs. Denn es sei P=(3*-f* ) rf "f( # "fO r oi 
0=(*-f* o )'-f 2**, so ist P 2 — A(y=z— 2, also mfifste der aus der Reihe (80.) 

3s4-e 

folgende Kettenbruch den Werth 7^ ° haben, was wieder nicht sein kann, 
da 3*-f * <C4* ist. 

Hieraus ergiebt sich weiter, dafs, obgleich die Zahl A im Allgemeinen 
auf mehr als eine Art in der Form x 2 -{-2y l dargestellt werden kann, doch 
nur eine einzige dieser Darstellungen auf die angegebene Weise aus den 
vollständigen Quotienten gefunden werden kann. Hit anderen Worten: wenn 
Z> , D, D' die Nenner dreier aufeinanderfolgender vollständiger Quotienten 
sind, so kann bei demselben Kettenbruche von den drei Relationen D Q —2D, 
D = 2/> , %D = D U \1V y wenn bei der letzteren zugleich der zu dem Nen- 
ner D gehörende Theilnenner = 2 ist, weder eine mehrmals, noch mehr als 
eine vorkommen. Bezeichnen nemlich rf , d, d t ebenfalls drei aufeinander« 
folgende Nenner vollständiger Quotienten, so kann nicht zugleich D a — 2D 

und tf = 2rf sein. Wäre es der Fall, so mfifste man, wenn — -, -7 und 

ebenso -*, — zwei aufeinanderfolgende Näherungswerte von jA bezeichnen, 
Gleichungen von der Form 

±D =>M}-A* n , 

TD =*2D=Ml-Anf oi 
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haben. Hieraus würde 



A = M - 



2M* _ r\+2r\ 



~ mJ-}-2m' t «J+2* t 

folgen, mithin wäre y = ro*-f 2m n = **-}-2* 2 , was, wie in (§.28.) gezeigt, 
nicht möglich ist, wenn öicht m —s , m'=# ist. In der Deyen'scheu Tafel 
findet man bei der Zahl 998 die vier auf einander folgenden Nenner 14, 7,. 
26, 13, aber statt 26 ist 46 zu setzen. 

Ebenso 4äfst sich beweisen, dafs nicht zugleich Dt=2D n und d—2d 
oder D=z2D und rf = 2rf sein kann, so wie, dafs nicht zugleich D {) ^ B* 
= 2/> und d -\-d' = 2d sein kann, wenn zu D und d der Theilnenner 2 
gehört, auch nicht zugleich rf -f d' = 2rf und Z> = 2Ü oder D () — 2D, so- 
bald zu d der Theilnenner 2 gehört. Läfst man diese letztere Bedingung 
weg, so hört die Richtigkeit des Satzes auf. Bei der Zahl 118 z. B, findet 
man für die drei aufeinanderfolgenden Nenner 3, 6, 9 also zugleich Z)=2Ü 
und D V \IV =i2D; aber hier gehört zu /) — 6 der Theilnenner 3. Bei der 
Zahl 811 findet man die vier aufeinanderfolgenden Theilnenner 30, 15, 9, 3, 
also D = 2D und d [) A r d' = 2d, aber zu rf=9 gehört der Theilnenner 6, 

Aus diesen Erörterungen ergiebt sich also, dafs sich die Frage, zu 
welcher Classe eine Zahl gehöre, nicht blofs nach der Beschaffenheit von q 
(§. 27.), sondern auch aus den Nennern der vollständigen Quotienten bestim- 
men läfst. Je nachdem sich unter diesen Nennern die Relation Z? =2Z) oder 
D = 2D oder D^If^^D findet, wo im letzteren Falle der zu D gehö- 
rende Theilnenner zugleich = 2 sein mufs, gehört die Zahl zur ersten, zwei- 
ten oder dritten Classe. 

Die sämmtlichen vorhergehenden Betrachtungen beziehen sich zunächst 
auf den Fall, wenn die Entwicklung von y f A periodische Glieder enthält. Es 
giebt aber eine Stammzahl, bei welcher das Mittelglied sogleich auf das An- 
fangsglied folgt; dies ist die Zahl 3. Will man auch diese, nach der Relation, 
die bei den Nennern der vollständigen Quotienten Statt findet, beurtheilen, so 
bleibt es zweifelhaft, ob sie zur ersten, oder zur zweiten Classe zu zählen sei, 

da hier die vollständigen Quotienten ^ , — J^-, — ^i-, — ^t-, u. s. w. 

beifsen. Will man sich einer auch sonst bei Entwicklung der Kettenbrüche 

gebräuchlichen Fiktion bedienen und setzt — & = £; — = £ = -1~ , so hätte 

man q «= m n -f 2ml = 1 und demnach wäre 3 zur zweiten Classe zu zählen. 
Dasselbe gilt natürlich von der ganzen Zahlenreibe, die sich aus der Stamm* 

9* 
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zahl 3 ergiebt. Diese Fiktion mufs man ohnehin bei diesen Betrachtangen 
zulassen, wenn die Allgemeinheit nicht gestört werden soll. (Bei der Zahl 
22 z. B., welche zur ersten Classe gehört, ist y — 3. Soll dies in der Form 
ml-\-2tn n dargestellt werden, so mufs man sich vor dem ersten periodischen 
Theilnenner 1, welcher = m' ist, noch die Einheit =fft denken.) 

Man beachte auch noch Folgendes. Zur ernten und zweiten Classe 
kann keine Zahl gehören, für welche das erste periodische Glied a. +1 ist. 
Zur ersten nicht, weil sonst D () =l nicht =2D sein könnte, zur zweiten 
nicht, weil sonst Z? = 1 also D — 2D {) , d.h. D = 2 wäre, während nur 
der mittlere Nenner — 2 sein kann (§. 18.). Bei der dritten Classe kann 
allerdings der Fall vorkommen, dafs schon das erste periodische Glied = a z + t 
ist, wie z. B. bei der Zahl 54. 

32. 

Im 3öten Bande dieses Journals S. 315 hat Jacobi, an die Unter- 
suchung Göpels anknöpfend, eine Tabelle mitgetheilt, welche für die Zahlen 
unter 1000 angiebt, welche Primzahlen oder deren Doppeltes in die erste, 
zweite oder dritte Classe gehören. Er findet, dafs unter den 69 Zahlen, welch« 
diese Tafel enthält, 36 zur ersten, 18 zur zweiten, 15 zur dritten Classe 
gehören, und schliefst hieran die Bemerkung, dafs demnach wenigstens bei 
den Zahlen unter 1000 der erste Fall bedeutend Oberwiegt. 

Ich bemerke zunächst, dafs das Wesen der dritten Classe dort nicht 
genau definirt ist. Jacobi giebt nämlich als Kennzeichen an, dafs die Nenner 

VA4-J VA4-J VA4-J 9 
dreier aufeinander folgender vollständiger Quotienten ^ 9 , ß > ni 

durch die Gleichung D — \{D {) -\-D) verbunden sind, und wenn auch noch 
nachher hinzugesetzt wird, dafs J—J' immer durch 2, D — Uf immer durch 
4 (heilbar ist, so reicht dies Alles nicht hin, um die betreffende Zahl znr 
dritten Classe zu rechnen. Bei der Zahl 811 z.B. findet man fflr die auf- 
einander folgenden vollständigen Quotienten 

^811 + 19 |/811-f-26 /811 + 28 

15 ' 9 ' 3 

Hier ist f= 1(15 + 8), ferner ist D — D'<=16 — 3 durch vier theilbar und 
J—J' — 26 — 28 ist durch 2 theilbar; gleichwohl gehört 811, wie schon in 
($.31.) bemerkt wurde, zur ersten Classe. Die dritte Classe wird, wie schon 
frflher angemerkt wurde, nur dadurch characterisirt , dafs zugleich der zum 
Nenner D gehörende Theilnenner = 2 ist. Wirklich ist in dieser Besiehung 
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auch ein Fehler in der Jacobiscben Tabelle, indem die Zahl 134, welche dort 
zur dritten Classe gerechnet ist« in Wahrheit zur zweiten gehört. Allerdings 
folgen bei dieser Zahl drei vollständige Quotienten aufeinander, welche die 
Nenner 13, 10, 7 haben, aber der zn 10 gehörende Theilnenner ist = 1, 
und es sind die aufeinander folgenden Nenner 7, 14, welche die Classe be- 
stimmen. Demnach gehören 36 Zahlen zur ersten, 19 zur zweiten, 14 zur 
dritten Classe. 

Ferner ist es mir nicht klar, weshalb Jacobi, ohne weitere Bemerkung, 
die Zahlen 3, 6, 11, 38, 83, 227, 326, 443 zur ersten Classe rechnet. 
Unter diesen Zahlen ist 3 die Stammzahl, aus welcher sich die übrigen er- 
geben. Ich habe aber schon angemerkt, dafs diese Zahl ebensowohl zur 
ersten als zur zweiten Classe gerechnet werden kann, und sogar aus ge- 
wissem Gesichtspunkte betrachtet, zur zweiten Classe gehört. Zieht man daher 
die erwähnten acht Zahlen von der ersten Classe ab, so bleiben noch 28 in 
der ersten, 19 in der zweiten, 14 in der dritten Classe. Zählt man sie zn 
der zweiten Classe, so hätte man 28 in der ersten, 27 in der zweiten, 14 in 
der dritten, wodurch das Überwiegen der ersten Classe über die zweite ganz 
aufgehoben wäre. 

Es scheint mir aber, dafs wenn überhaupt durch Abzählen eine Vor- 
stellung Ober die Art, wie sich die Zahlen unter den drei Classen vertheiten, 
gewonnen werden soll, einerseits nicht blofs die Zahlen, welche Primzahlen 
oder das Doppelte von solchen sind, sondern Oberhaupt alle hierher gehörenden 
Zahlen berücksichtigt werden müssen, andererseits aber auch nur die Stamm- 
zahlen aufzunehmen sind, da sich ans einer solchen mit Nolhwendigkeit ergiebt, 
zu welcher Classe die aus ihr abgeleiteten Zahlen gehören. Liegen die Zahlen, 
die aus einer und derselben Stammzahl folgen, sehr nahe bei einander und 
man zählt sie einzeln, so mufs sich schon dadurch, innerhalb gewisser Grenzen, 
ein Oberwiegen der Classe, zu welcher sie gehören, ergeben. 

Entwirft man unter diesem Gesichtspunkte eine ahnliche Tabelle, wie 
die Jacobische, so erhält man, wenn man die Zahl 3 zur zweiten Classe zählt, 
folgendes Resultat. Von den unter 1000 liegenden Stammzahlen gehören 

zur ersten Classe: 22, 43, 131, 139, 179, 211, 214, 246, 262, 283, 

379, 419, 467, 491, 498, 502, 547, 562, 619, 
683, 694, 722, 739, 771, 787, 811, 827, 834, 
838, 971, 998; 
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zur zweiten Classe: 3, 67, 86, 118, 134, 162, 3Q7, 331, 354, 358, 

422, 451, 459, 523, 534, 566, 571, 643, 662, 
691, 699, 779, 859, 918, 934, 946, 947; 

zur drillen Classe: 19, 163, 166, 243, 251, 339, 347, 454, 466, 

587, 594, 614, 758, 883, 886, 907. 

Es gehören also zur ersten Classe 31 Zahlen, zur zweiten 27, zur dritten 16. 
Während mitbin das Überwiegen der zwei ersten Classen über die dritte auch 
hier sich herausstellt, ist dagegen das Überwiegen der ersten Classe über die 
zweite so unbedeutend, dafs sich durchaus Nichts daraus schliefsen läfst. 

Je nachdem eine Zahl zur ersten, zweiten oder dritten Classe gehört, 
sind n gerade, n ungerade; n gerade, flu ungerade; n und n ungerade (§.27.)« 
Diese drei Fälle sind gleich wahrscheinlich, allein wenn die ?ahl zur dritten 
Classe gehören soll, so tritt noch die Bedingung hinzu, dafs der zu D ge- 
hörende Theilnenner = 2 ist. Daraus ist zu vermuthen, dafs in den zwei 
ersten Classen gleich viel Zahlen enthalten sind, in der dritten aber weniger. 

33. 

Wenn man den Zahlen a und ß die Werthe giebt, welche ihnen nach 
früherer Bestimmung zukommen, je nachdem die Zahl A zu einer der drei 
Classen gehört, so hat man, wie gezeigt wurde, in jedem Falle 

ay — ßx = m'M^—tn^IU. 

Setzt man statt dessen 

(81.) ay-ßx = ±1, 

so ist das obere oder untere Zeichen zu nehmen, je nachdem die Anzahl der 
Theilnenner n M a 2 , . . . a z gerade oder ungerade ist. 

Es sei A die primäre Stammzahl, also 

A = x 2 -\-2y*, 

A x =*= 0r+«)*+2(y+/?)% 

A, = (ar+2a) 2 -f2( y -f-2/9) a . 

Bezeichnet B die secundäre Stammzahl, so ist, wenn der Ausnahmefall nicht 
Statt findet, A die Adjungirte von B (§.25.)* mithin 
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Es mufs y<Zß, &<C<* sein, und zwar letzteres, wenn x und a negativ 
sind ($.29.), ohne Rücksicht auf das Zeichen. Wäre y>ß> *>a, so 
wäre «*-f2y 2 > 0*4-3/3*, d.h. A>tf wahrend a<Cq sein mufs. Wäre 
x<Za, y>ß oder x>a, y<Cß, so könnte die Gleichung (81.) nicht 
Statt finden. Setzt man daher ß — y = y' und o — x = x>, so ist y' positiv 
und x 1 positiv oder negativ, je nachdem a positiv oder negativ ist, und man 
hat Ä = ar' 2 4-2/% auch ist 

(82.) ay>-ßx' = +1, 

wo das obere oder untere Zeichen unter denselben Bedingungen wie in (81.) 
zu nehmen ist. Der Zusammenhang der Zeichen in diesen zwei Gleichungen er- 
klart sich auf dieselbe Weise, wie in (§. 13.), da die Reihe 1, a x — 1, «fc, . . - o* 
einen Theilnenner mehr enthalt, als die Reibe o t , 02, . . . ü z . Auch sieht 
man, dafs hier wieder x* und y f die kleinsten zusammengehörenden Werthe 
sind, welche der Gleichung (82.) genügen. 

Findet der Ausnahmefall Statt, so ist A* die Adjungirte von B, also 

= (x — 2a)'4-2(y — 2ß)\ 



In diesem Falle labt sich beweisen, dafs y<C.2ß und x <2o sein mufs. 
Setzt man daher 2ß—y*=y J , 2a — x*=at, so hat man wieder 

a?-ßx' = +1; 

wo dieselbe Bestimmung der Zeichen wie in (82.) Statt findet. 

Setzt man, wie früher, A h =a? h -{-2y\ und bezeichnet durch n * * > 
^ A )t Jh > ^ J i +JA+A die drei aufeinanderfolgenden vollständigen Quotienten, 

aus welchen sich die Theilnenner a z , o s+1 , o,+ 2 ergeben, so ist, bei der ersten 
und dritten Classe, y h = D h , bei der zweiten y h = D hmiml . Nun ist 

(83.) ay h -ßx h = ±1 

and ß eine gerade Zahl, also mnfs y h immer ungerade sein ; und da x h und y* 
keinen gemeinschaftlichen Factor haben können, so ist A k in der Form 8n 4- 3 
oder 8n±2 enthalten, je nachdem x h und y h beide ungerade, oder x k gerade 
und y h ungerade isL Wie bekannt, gehören namentlich alle Primzahlen von 
der Form 8/1 + 3 hierher (12.). 



72 '• Stern, zur Theorie der periodischen Kettenbrüche. 

Aus den früher bestimmten Werthen von a ergiebt sich, dafs a in 
der ersten und dritten Ciasso = 4n-fl oder =4n-f 3 ist, je nachdem tri 
ungerade oder gerade, in der zweiten Classe je nachdem m y) gerade oder 
ungerade ist. Da nämlich q immer ungerade ist (§. 3.), so ist bei der ersten 
Classe »h) ungerade, bei der zweiten ist es tri, bei der dritten m'-j-mu. Aus 
demselben Grunde wird ß bei der ersten und dritten Classe = 4n-J-2 oder 
= 4n sein, je nachdem rri ungerade oder gerade ist, bei der zweiten Classe, 
je nachdem m n ungerade oder gerade. Mitbin ist a==4n-j- 1 oder = 4n-j-3, 
bei der ersten und dritten Classe, je nachdem /3 = 4n-{-2 oder —4n ß bei 
der zweiten Classe, je nachdem /? = 4n oder = 4w-f2; oder kürzer: bei 
der ersten und dritten Classe ist a — ß in der Form 4ft-f3, bei der zweiten 
in der Form 4n-f 1 enthalten. 

Ist nun A h) und mithin auch x h> ungerade, so mufs nach (83.), wenn 
das obere Zeichen gilt, ay h — 4n-\ 3 oder — 4n-j-l sein, je nachdem 
ß = 4fi-f-2 oder = 4« und, wenn das untere Zeichen gilt, je nachdem ß=4n 
oder = 4n-f2 ist. Dem Vorhergehenden gemfifs mufs also y A = 4n-f3 
oder =4it-fl sein, je nachdem das obere oder untere Zeichen gilt, wenn 
A h zur ersten oder dritten Classe gehört; gehört dagegen die Zahl zur 
zweiten Classe, so mufs, unter denselben Voraussetzungen, y A = 4n-fl oder 
= 4#i-j-3 sein. Namentlich gilt also für alte Primzahlen von der Form 
8n + 3 der Satz, dafs, wenn eine solche Zahl zur ersten oder dritten Classe 
gehört, y h =zD h in der Form 4n-}-3 oder 4/t-f 1 enthalten ist, je nachdem 
z eine gerade oder eine ungerade Zahl ist; dafs dagegen, wenn diese Zahl 
zur zweiten Classe gehört, y h = D h „ x in der Form 4n-f 3 oder 4n-|-l ent- 
halten ist, je nachdem z ungerade oder gerade ist. Da in letzterem Falle 
l) h ^=2D h ^ l ist, so kann man auch sagen, wenn die Zahl zur ersten oder 
dritten Classe gehört, ist ZI* — 4n+l, und wenn sie zur zweiten gehört, 
# A = 8w±2, je nachdem z gerade oder ungerade ist. 

Ist A h eine gerade Zahl, so findet man dieselben Bestimmungen (ür y h , 
wenn ß — 4n; ist dagegen ß—4n-\-2, so ist umgekehrt bei der ersten und 
dritten Clusse y A = 4n-!-1 oder ==4»-f 3 und bei der zweiten y Ä = 4n-f3 
oder An -f- 1 , je nachdem z gerade oder ungerade ist. Da nun ß~4n oder 
= 4n-f 2 ist, je nachdem bei der ersten und dritten Classe tri und bei der 
zweiten w gerade oder ungerade ist, so kann man auch sagen: wenn A h 
eine gerade Zahl ist, so wird, wenn diese Zahl zur ersten oder dritten Classe 
gehört, y A ==4n-{-3 oder = 4« + 1 sein, je nachdem tri~z gerade oder 
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ungerade ist; gehört sie zur zweiten Ciasse, je nachdem m — z ungerade 
oder gerade ist. Da, wenn der Ausnahmefall nicht Statt findet, y' = ß — y 
ist, so folgt, dafs y = 4n±l ist, wenn y == in + 1 , sobald /?=4n, dagegen 
ist y* in derselben Form wie y enthalten sobald /?=4n-f 2 ist. D.h. y' wird 
= 4n + l sein, je nachdem y = 4n + l ist, wenn bei der ersten und dritten 
Classe m' und bei der zweiten tn eine gerade Zahl ist; im entgegengesetzten 
Falle ist y* in derselben Form wie y enthalten. In dem Ausnahmefall ist 
y = 2ß — y, also y' = 4n + l, wenn y = 4n + l. 

Man sieht, dafs sich diese Sätze noch etwas einfacher aussprechen 
lassen, wenn man die hier 8ls erste Classe bezeichnete, die zweite nennt, 
und umgekehrt. Ich habe die von Jacob? angenommene Bestimmung der 
Classen beibehalten, um Verwirrung zu vermeiden, da ich mich früher auf 
dessen Erörterungen beziehen mufste. 

3Ä. 

Bezeichnet man, wie in (§.15.), durch J-, -p, j£ bezüglich die re- 

ducirten Werthe der Keltenbrüche, deren Tbeilnenner 

'9 Uj *2 9 ' ' • *r» 
h »15 «21 • • • 'r— 11 
* > Ml *2l • • • • r * 

sind, indem man nur für a und ß die ihnen gegenwärtig zukommenden Werthe 
annimmt, so findet sich, wenn man die dortigen Betrachtungen wiederholt, dafs 
y = d, d? = y, y' = <P, x' = y, wenn r — z eine ungerade Zahl ist. Ist 
dagegen r — c eine gerade Zahl, so ist y'=J, x' = y, y = d*, x = y\ 
Da nun <P><J und y'>y ist, so folgt, rf/i/i rfie primäre oder die secun- 
däre Stammzahl die kleinere ist, je nachdem r — z ungerade oder gerade 
ist. Dieser Satz gilt jedoch nur unter der Beschränkung, dafs a weder ne- 
gativ noch der Einheit gleich sei. Er beruht nemlich darauf, dafs ad - ßy 
= -f 1 oder — 1 ist, je nachdem r ungerade oder gerade, was nur dann 
richtig ist, wenn a positiv ist. Ferner setzt er voraus, dafs einerseits x, y 
andererseits y, d oder y f , d 9 die kleinsten zusammengehörenden Werthe sind, 
welche der Gleichung au — ßv—+l genügen, und keiner dieser Werthe 
Null ist. So lange a nicht = ±1 ist, ist dies richtig; im entgegengesetzten 
Falle aber ist <? = 1, y = 0. Gehört die primäre Stammzahl zur ersten oder 
zweiten Classe, so gilt demnach der Satz ohne Einschränkung. Unter dieser 
Voraussetzung ist nemlich, wie früher nachgewiesen, a immer positiv. Auch 
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ist dann a>l. Hat nemlich der Kettenbruch, welcher der primären Stamm- 
zahl entspricht, periodische Glieder, so kann das erste periodische Glied, wel- 
ches gröfser als die Einheit ist, nicht a t+1 sein (§.31.), mithin ist m'>l. 
Gehört nun die Zahl zur ersten Ciasse, so ist a = 2*/ij — //^>1, gehört sie 
zur zweiten, so ist m'>2»# , mithin a = r/i'* — 2wtJ>l. Hat der Ketten- 
bruch keine periodischen Glieder, so kann er nur dann eine primäre Stamm- 
zahl sein, wenn man zwei oder mehr Perioden nimmt (§.23.); dann gilt 
dasselbe. 

Für die dritte Classe ist sowohl ß-\-ct als ß — a positiv, also /? immer 

gröfser als der absolute Werth von a. Entwickelt man -^ in einen Ketten- 
bruch, so ist immer, mag a positiv oder negativ sein, / — 0. Ist a negativ 
und > 1, so ist auch y negativ und ad — /?y = -|-l oder = — 1, je nach- 
dem r gerade oder ungerade ist. Aber auch immer ay — ßx = -\-i oder 
= — 1, je nachdem z gerade oder ungerade ist. Mithin ist d — y, y=x, 
wenn r — z gerade und d 9 = y, y' — x, wenn r — z ungerade ist und folg- 
lich ist tu diesem Falle die primäre oder die secundäre Stammzahl die 
kleinere, je nachdem r — z gerade oder ungerade. Ist a=l, so ist y=0, 
(? = 1, y'=l, <T = ß — 1. Setzt man nun cT = /?-f 1, f=a, so ist 
y = d", x = y", y' = d', x' = y, weil z gerade ist, wie froher (§. 29.) be- 
merkt wurde, d. h. es ist die secundäre Stammzahl die kleinere. Ist a= — 1, 
so ist y=0, <7=1, /= — 1, cT=/?— 1 und ad— ßy= — 1, aS 9 — ßy'=l. 
Setzt man <t f/ = /?-f" ^^ /'= — 1, so ist y = d", y f =J / > weil z ungerade 
ist, folglich ist wieder die secundäre Stammzahl die kleinere. 

Die Zähl 594 z. B. ist eine primäre Stammzahl, welche zur dritten 
Classe gehört, die secundäre Stammzahl ist 347. Hier ist a= — 7, /?=30, 

also — = — - mithin r=3; auch ist s = 2, da hier r — z ungerade 

ß 4+1 



3 + i, 



2 
ist, so mufs die secundäre Stammzahl die kleinere sein. 

Auch 339 ist eine primäre Stammzahl, welche zur dritten Classe ge- 
hört, die secundäre ist 243. Hier ist a = — 1, s = 1 , also* die secundäre 
Stammzahl die kleinere. 

Nennt man die Theilnenner a 19 o?, ... a x die bestimmenden Glieder 
der primären Stammzahl, so sind 1 , ö, — 1 , Oj, . . . a x die bestimmenden 
Glieder der secundären. Ist a positiv und gröfser als die Einheit, so ist, dem 
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Vorhergebenden zufolge, die Anzahl der bestimmenden Glieder, welche zu der 
kleineren der zwei conjugirten Stammzahlen gehört, gerade oder ungerade, je 
nachdem r ungerade oder gerade ist; das Umgekehrte findet Statt, wenn a 
negativ und gröfser als die Einheit ist. 

In (§. 25.) wurde gefunden, dafs die primäre oder die seeundftre 
Grundzahl, abgesehen vom Ausnahmefall, die kleinere ist, je nachdem q grö- 
fser oder kleiner ist als 2a. Aus dem Vergleich mit dem Vorhergehenden 
ergiebt sich, dafs </ gröfser oder kleiner als 2a ist, je nachdem r — z unge- 
rade oder gerade, wenn a positiv und > 1. Das Umgekehrte findet Statt, 
wenn a negativ und >1 ist. Nun sind a und b, welches =y — (a-fl) ist, 
bezüglich die gröfsten in der Quadratwurzel der primären und seeundfiren 
Stammzahl enthaltenen Zahlen; es ist also b kleiner oder nicht kleiner als a, 
je nachdem r — z gerade oder ungerade ist, wenn a positiv und >i. Um- 
gekehrt verhalt es sich, wenn a negativ und > 1 ist. 

Im Ausnahmefall ist immer a == + 1 (§. 29.) und zugleich die primäre 
Stammzahl immer gröfser als die seeundäre. 

Schliefslich bemerke man noch Folgendes. Ist A h — x 2 h -\- 2y\ eine Zahl, 
welche zur dritten Classe gehört, so mufs immer y h ^>x h sein, da ay h — ßx h 
= ±1 und a<Cß> Zu der dritten Classe kann also keine Zahl gehören, für 

welche x h > y-£ ist. 

Ferner kann man zu jeder ungeraden Zahl, die Einheit ausgenommen, 
welche man für y h setzt, ein entsprechendes x h finden, so dafs A h «= x\ -j- 2y\ 
entweder zur ersten oder zur dritten Classe gehört. Die kleinste Stamm- 
zahl aus der ersten Classe ist 22 = 2 2 -}-2.3 2 , hier ist ce=1, ß=2, y = 3, 
bei der Aten daraus abgeleiteten Zahl A h = x\ -f 2y\ ist mithin y h = 3 -f 2h. 
Die kleinste Stammzahl aus der dritten Classe ist 19= 1 -f 2.3 2 und ebenfalls 
a = l, ß = 2, y = 3, also auch y A = 3-f-2A. Der Werth von y h durch- 
läuft also in beiden Fällen allmfilich alle gafizen ungeraden Zahlen, die Ein- 
heit aasgenommen. 

* 

38. 

Dafs die Primzahlen von der Form 8*-f3 nur auf eine Art in der 
Form x 2 -\-2f darstellbar sind (§.27.), lafst sieh mit Hölfe der Ketten brüche, 
wie folgt, beweisen. Es sind dazu zwei Sätze nöthig, welche auch bei Ähn- 
lichen Betrachtangen mit gleichem Erfolge Anwendung finden. 

10* 
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Der eine Satz ist eine Verallgemeinerung eines schon froher (§. 12.) 
benutzten Satzes and lautet wie folgt: 

Wenn lalle Theilaenner eines Kettenbruchs in umgekehrter Ordnung 
wiederkehren, so dafs die Reihe dieser Tbeilnenner 

Ä 19 ^2 9 ••• a m> &m> ••• Ä 2 1 Ä l 

ist und es sind alle Theilzähler =1, mit Ausnahme des zu dem zweiten 
a m gehörenden, welcher = k ist, so wird, wenn Üf den Zähler, N den 
Nenner des reducirten Wertbs dieses Kettenbruchs bezeichnet, 2V*-f k 
durch M tbeilbar sein. 

Denn es ist M = («i,a m ) 2 -f ä ( ä m«^i)% 

N = (a 1 ,a JW )(a 2 ,a m )-f k^a^d^a^), 
1 = [(«„ a m )(flf 2 , a mmmg ) — («4, «„_,) (ce*, «J] 2 
mitbin JV* + Ar = [(«,, a J^ + ÄC«,, a^) 2 ] [(«2, « J 2 + *(«*> «-- iW- 
Der andere Satz heifst: 

Wenn M den Zähler, iV den Nenner des Kettenbrucbs 

(84.) ^ = «.+ ^.. + J_ 



OmH 



*.«mH 



a — 1 +^TTJ.- . i 



«m— 2-f 



+^: 



bezeichnet, so ist 2V*-fAr durch Af tbeilbar; 
Denn es ist M = *(a n «J , + (a 1 ,« l(l .iJ 8 , 

JV = *(a n «J(«i,«J-|-(Äi 1 « - J(flj,««-i) ! 
und 2V* + * = [*(«,, aj»+(a n «-i) 2 ] [*(«*, <0 2 + («*, « m -,) 2 ]. 

In beiden Fällen ist also 2V 2 ==— Ar (mod. M ). 

Es sei nun -4 Ä eine Primzahl = ;rj -}- fy*. Die Congruenz «*= — 2 
(mod.A h ') hat also zwei Auflösungen. Ist die eine u = u 9 , so ist die andere 
u = A h — u\ Von den Zahlen x h und y h , die keinen gemeinschaftlichen 
Factor haben, nehme man die gröfsere zum Zähler, die kleinere zum Nenner 
eines Bruchs und Verwandele denselben in einen Kettenbruch, dessen Tbeil- 
nenner b L , 6 2 , ... b n sein sollen (während die Theilzähler alle =1 sind). 
Je nachdem x h oder y h die grOfsere Zahl ist, hat man demnach A h = 
(*i * K? + 2 (* 2 , b n f oder A h = (& , b n f + 2 (*, , * „)'. 
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Es sei zuerst x h ^>y h . Man bezeichne durch -^ den Werth des Ket- 
tenbruchs dessen Theilnenner b n , b n _ it> . .. b n b L , ä 2 , ... b n und dessen 
Theilzfihler alle = 1 sind , denjenigen , welcher zu dem zweiten b t gehört, 
ausgenommen, welcher = 2 sein soll. Dann ist s = (b t , * n ) 2 -f 2 (£ 2 , b n f == A h , 
mithin s'<CA h ; aber nach dem ersten, oben bewiesenen Satze ist* 2 -f2 durch 
* dividirbar, d. h« es ist *'* = — 2 (mod. -4 Ä )> also j' einer der zwei Werthe 
von «. Wfire nun noch J Ä = t> 2 -|-2s\ so mQfsten 9 und z relative Prim- 
zahlen sein. Es sei zuerst v>%. Man verwandele ~ in einen Kettenbruch, 

dessen Theilnenner «,, «a, ... a m sein sollen, während die Theilzähler sfimmt- 
lieh = 1 sind. Mithin ist A h = (a, , a m ) 2 -|- 2(0*, a m ) 2 . Nun bilde man den Ket- 
tenbruch, dessen Theilnenner a m , ... a M a 19 ... a m und dessen Theilzfihler 
alle = 1 sind, mit Ausnahme des zum zweiten a x gehörenden, welcher =2 
sein soll. Der Zihler des reducirten Werths dieses Kettenbrnchs ist A h , der 
Nenner heifse B. Mithin wfire B<C.A h und zugleich B* = — 2 (mod. -4 Ä ), 
folglich entweder B = s' oder B = A h — s\ Im ersten Falle wfire also 

7 = -|p d. h. (* 1 ,*J = («i,a m ); (*2 9 *„) = («2>«m)i also auch a=ar Ä und 

z=zy h . Im zweiten Falle wfire ~ = l-f -j d. h. wieder (*,,*„) = 

(«n«Oi (*** *J = C«2^«m) (Vergl. §.12.). 

Wfire aber tf<£, so verwandele man — in einen Kettenbruch, wel- 
cher wieder die Theilnenner a n «2, ... a m haben soll, so dafe A h = 
(«2^m) 2 4-2(a M a m ) 2 ist. Nun bilde man den Kettenbruch 

1_ 

•• + J 2 






so ist der Zfihler des reducirten Werths =A h ; der Nenner heifse B. Nach 
dem zweiten oben bewiesenen Satze ist B 1 = — 2 (mod. A h ~). Also ist ent- 
weder B*=s' oder B= A h — J. Im ersten Fall hätte man demnach 

*"T£ Z" 1 = ?"• + « T" 1 

*i + i — «1+^ J- 

*i"f# — T" 4 * a iH T" 4 
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Wäre nun »«w, so hätte man b n ~a m ; **_i = a m _i, ..., A| = «i, also auch 

2 



, 1 






«.+ •..4. 

was nicht sein kann. Und eben so wenig können die beiden Kettenbrache 
gleich sein, wenn nicht n = m ist. Ebenso läfst sich zeigen, dafs auch nicht 
B = A h — V sein kann. Es ist demnach bewiesen, dafs es keine zweite 
Darstellung der Zahl A h in der Form x 2 -\-2y 2 geben kann. Hierbei wurde 
vorausgesetzt, dafs #a>JV Der Beweis bleibt aber im Wesentlichen der- 

selbe, wenn x h <iy hy sobald man nur durch -j den Werth des Keltenbruchs 

M"* 2 

bezeichnet. 

Man sieht, dafs dieselben Betrachtungen auch den Beweis geben, dafo 
die Primzahlen von der Form 8n-|-l sich nur auf eine Weise in der Form 
x 7 -{-2y 2 darstellen lassen, sobald our nachgewiesen ist, dafs sie überhaupt 
in dieser Form darstellbar sind. Dasselbe gilt von dem Satze, dafs jede Prim- 
zahl von der Form 3n-f 1 nur au f eine Weise durch jr'-fSy 3 darstellbar 
ist, und überhaupt von dem allgemeinen und bekannten Satze, dafs jede Prim- 
zahl, die in der Form x 7 -\-fcy 2 darstellbar ist, wo k eine positive Zahl be- 
deutet, nur. eine solche Darstellung zulfifst. 

80. 

Verbindet man die vorhergehenden Betrachtungen mit dem Schlüsse 

von (§.12.), so findet sich, dafs der Werth von — , welcher sich aus der 

Gleichung 

(85.) n 2 - A h q % = — 2 

ergiebt (wo n dieselbe Bedeutung wie in (§. 16.) hat), in einen Kettenbruch 
von solcher Gestalt verwandelt werden kann, dafs sich daraus unmittelbar die 
Werlhe von x h und y* ergeben, welche in der Gleichung A h ~xl-\-2y l h vor- 
kommen. Ich will dies nur in der Kürze an Beispielen erläutern . Es sind 
hier nftmlicb vier Ffille zu unterscheiden. 
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Ist A h >n, mithin n></ 2 und zugleich x h >y h , so betrachte man 
~t als den unmittelbar vorhergehenden Näherungswert eines Kettenbruchs, 

Ah 
dessen Werth — ist. Daraus folgt vermöge der Gleichung (85.), dafs in 

diesem Kettenbruche die Theilnenner sich in umgekehrter Ordnung wieder- 
holen, während die Theilzöhler sämmtlich = 1 sind, den mittleren ausgenommen, 
welcher =2 ist. Nennt man die sich wiederholenden Theilnenner a, a t , ... a my 
so ergiebt sich A h = (a,« m ) 2 -f 2(a,a m _ k )\ also x h = (a,a m ) und y h = {a,a m ^). 
Dies ist z.B. bei der Zahl 411 der Fall, wo jfa*=13, y A = ll und *=223, 
q = \\ ist. Man findet 



411 1+^ 



223 



5 + 



l+ü 



1+' 



5-f 



1 



•+i. 



1 



fl 



Ist A h >n and zugleich x<y, so betrachte man wieder -7 als den 

— vorausgehenden Näherungswert!!. Hier aber löfst sich — in einen Ketten- 
bruch verwandeln, welcher in der Formel (84.) enthalten ist und man hat 
*h = («i 1 «m-i) «tnd y h = («i , o m ). Ist z. B. ^i Ä = 1 87, so ist x h = 5, y h = 9, 
51 ==41, f = 3 und 

41 — ^ 1 



1+ 



2.1H- 



2.1 



Ist drittens -4 A <On, also auch n<iq 2 und zugleich a?>y, so be- 
trachte man ^- als den — unmittelbar vorausgehenden Näherungswert^ Dann 

lfifst sich ^- in einen Kettenbruch verwandeln, dessen Theilzabler sämmtlich 

— 1 sind, mit Ausnahme des mittleren, welcher = 2 ist, während eine in 
umgekehrter Ordnung sich wiederholende Reihe n, Hj, . . . a m die Theilnenner bil- 
det Demnach ist x h = (a, , a m ) und y h = {a x , a^i). Ist 1. B. .4 Ä = 67 = T-f 2.3% 



r 
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so ist n = 231, f = 27 and 

»+- L T 
»+- L T 



Ist aber A k <n und zugleich x<y, so ist -j- als der unmittelbar 

vorhergehende Näherungswert!) von -£- anzusehen, welcher letitere Ausdruck 

in einen Kettenbruch von der Form (84.) verwandelt werden kann. Dann 
ist x = (a„ « m _!) und r = (a2,a m ). Z.B. wenn <4 Ä = 459= 11* -f 2. 13* 
ist, so ist rc = 707, q = 33 und 

«+— 



2.1+ü 



H" 1 



.+4- 



87. 

Die Entwicklungen in den Paragraphen (27 bis 36) beziehen sieb aus- 
scbliefslich auf die Zahlen, für welche der mittlere Nenner =2 und die 
Anzahl der periodischen Theilnenner gerade ist. Für die Zahlen, bei welchen 
ebenfalls der mittlere Nenner = 2, jedoch die Anzahl der periodischen Theil- 
nenner ungerade ist, finden ganz ähnliche Beziehungen Statt. Ich kann mich 
daher, indem ich mich auf die erwähnte Abhandlung von Göpel und auf das 
Vorhergehende beziehe, mit kürzeren Andeutungen begnügen. Einiges jedoch, 
was gänzlich unbemerkt geblieben ist, mufs ich ausführlicher besprechen. 

Behält man die froheren Bezeichnungen bei und setzt zunächst wieder 
voraus, dafs das Mittelglied der Periode = « ist, so hat man, wie Göpel 
beweist, 

q = ( mi + m ) 7 - 2ml ; 2/ = (n + n lt f - 2nS 
und zugleich 
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Von den swei Zahlen m' und m mnfs immer eine gerade, die andere unge- 
rade sein, dagegen müssen n und » ü beide ungerade sein. 

Da q'=2q ist, so folgt 2/»'y=y? — 2 und y' = (t»'-J-i» )(n-f »„)— 2»i « 

und hieraus 

j_^ (M+M t )*-2Ml 

Setzt man 

^ 2M w D 4.(M-fM )(m'-fm t ) 
x== _ , 

m t (M+M )+M t (m'+m t ) 

y - q ' 

so Ififst 9ich wieder zeigen, dafs x und y ganze Zahlen sind und es findet sich 

A = x 2 — 2y\ 

Da M = ain'-f *; -äf = am o + n o i9t > so '°'8 l 9 &*** M und M beide unge- 
rade sind, wenn a gerade ist; ist aber a ungerade, so wird M ungerade oder 
gerade und M gerade oder ungerade sein, je nachdem m' gerade oder un- 
gerade ist. Der Werth von y wird also immer ungerade oder A in einer 
der Formen 8A + 2, 8Ä-f 7 enthalten sein; wie bekannt. 

Alle diese Verhältnisse bleiben ungeändert, wenn man voraussetzt, dafs 
das Mittelglied =a — 1 ist, sobald man nur auch hier wieder 2/>' — y' statt 
2p' setzt. 

38. 

Bezeichnen 

•ii+j-. va+j vau va±t 

die vier auf einander folgenden vollständigen Quotienten, aus welchen sich die 
Theilnenner a,_ n a %% n z+i , a x+2 ergeben, so folgt zunächst aus den Glei- 
chungen 

± J = Am'm — MM und 

wenn man statt A seinen Werth - — ! — ^ 2. setzt: 

D = y; J = ;r-y, 
und mithin, da J = JM> -f- JF 2 ist, 

D = 2* — 3y; jD+jD u = 2.J. 

Crelle's Journal f. d.M. Bd. LIII. Heft 1. 11 
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Aus den letzten Gleichungen folgt, dafs D ungerade sein raufs. Da x—JAfy 
«= J-fD «J(Df3D ) ist, so hat man 

(86.) A = i(/>+3D ) a -2iD^ 

wodurch die Zerlegung der Zahl A in die Form x' z — 2y t mittels der Nenner 
der vollständigen Quotienten nachgewiesen ist« Auch ergiebt sich hieraus eine 
zweite Zerlegung 

(87.) A = i(D () + ZD) 2 — 2D 7 t 

wie es schon Göpel bemerkt hat. 

39. 

Bei den Zahlen, welche in der Form x 2 -\-2y 2 darstellbar sind, ergab 
sich eine Eintheilung derselben in drei verschiedene Classen von selbst, indem 
nicht blofs die entsprechenden Werthe von q nur in dreierlei Weisen in dieser 
Form dargestellt werden konnten, sondern auch diese Zahlen selbst konnten, 
sei es durch die vollständigen Quotienten, oder durch die Theilnenner, eben- 
falls nur auf drei verschiedene Arten in der Form x 2 -\~2y J dargestellt werden. 
Hier dagegen, bei den in der Form x 2 — 2/* darstellbaren Zahlen, findet 
man, sowohl für die Zahlen selbst, als för die entsprechenden q, nur eine, 
allen Zahlen gemeinsame Bildungsweise. Aus diesem Grunde scheint es Göpel 
wie Jacobi entgangen zu sein , dafs gleichwohl auch diese Zahlen in drei 
deutlich geschiedene Classen zerfallen, welche den früheren drei Classen völlig 
analog sind. Sowie nemlich die Zahlen von der Form x 1 A r 2y 2 zu der ersten, 
zweiten oder dritten Classe gehören, je nachdem D =2D; D = 2D ; oder 
2D — D i) ~\-D l und zugleich a t+1 — 2 ist, so sind auch bei den Zahlen von 
der Form x 2 — 2y 2 drei Classen zu unterscheiden, welche dadurch characlerisirt 
werden, dafs eine Zahl zur ersten, zweiten oder dritten Classe gehört, je 
nachdem D_ v = %D und zugleich tf .+, > 2 oder D Y = 2D und zugleich 
n x+1 <2 oder D^ -j- D t = D {t -f D und zugleich a z+1 ==2 ist. 

Es läfst sich nemlich zunächst folgender Satz beweisen: 

Von den zwei Th eilnenne rn a z und a z+l ist entweder der eine 
kleiner, der andere gröfser als 2, oder beide sind = 2. 

Denn aus den oben gegebenen Werthen von /u, und v folgt 



*n 



/. St er», zur Theorie der periodischen Kettenbrücke. 83 

d. h. 

*" «z>a t , 



a z -u o, 



2 



Setzt man nun ü = a, +1 -f/, <l *' c * = a, -{-/•', so sind f, f echte Brache 
und es ist 

a JLf—^±l±L. 

Hier sind nun drei Falle zu unterscheiden, 

1) Ist tf z = l, so ist «, fl ^==--££-, also & z+1 ^3; 

2) Ist « x ^3, so ist *,-l+f>2, mithin «,-n-ff = 1 -f l m „JZ+f, < 3> 

also «, +1 =l; 

1 — Z 7 

3) Ist a z =2, so ist a x+ i+/ p =2-f -jX/7> mithin a, +1 = 2. 

Der erste periodische Theilnenner kann also bei den primären Stamm- 
zahlen , wenn sie zur ersten Classe gehören , nicht = a z und , wenn sie zur 
zweiten Classe gehören, nicht =a z+l sein. 

HO. 

Setzt man nun in der bekannten Formel J u -\-J=a z D {) für J und Z> 
ihre in jf und y ausgedrückten Werthe, so folgt 

J {) = a z .y—(x—y). 

Substituirt man diesen Werth in A = D mml D l) -\-J$, indem man zugleich statt A 
seinen Werth x 1 — 2y 2 setzt, so ergiebt sich 

Ist a s = t, so folgt mithin Z)_ 1 =2D. 

Auf dieselbe Weise findet sich aus den Gleichungen J-f J' =: a z¥i D 
und A = DD '+J n 

also, wenn a x ^3 ist, 

D' = 20 o . 

Ist aber «^ = 0^ = 2, so folgt aus den vorhergehenden Gleichungen: 

D_ x = ü+4(J-D ), 

D % = D +4(J-JP), 

11* 
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also, da Z) -f- Z> = 2 J ist, 

D_ t + #> = 0»+ D. 

Da in diesem Falle J -\- J = 2D -, J+J'=2D ist, so folgt J +J' = 2J. 
Ist « x = l, so bat man A = 2DD lt -\-J3. Nun ist zugleich 2A== 
2DD + 2J 2 , also ist A = 2J 2 — J? oder 

A = (2J+J;,) S -2(J+J„)% 
A = (2J-J„y-2(J-J t) r. 

Der erste Ausdruck entspricht der Formel (86.), der zweite der Formel (87.). 
Ist a I+1 =l, so findet man ebenso A=2J i — J n oder 

A = (2J—jy-2(J-J')\ 
A = (2J-\-jy-2(J+J')\ 
den Formeln (86. und 87.) entsprechend. 
Ist a. = 2, so erhält man 

A _ (4«)\- 2(i±^)', 

^ _ (ü±i)- 2 (iti)\ 

Wie also die Zahlen von der Form x l -\-2y 2 auf drei verschiedene 
Arien durch die Nenner der vollständigen Quotienten dargestellt worden, so 
werden die Zahlen von der Form x 2 — 2y* auf drei verschiedene Arten 
durch die Zähler der vollständigen Quotienten, dargestellt. Also zerfallen 
diese letzteren Zahlen in drei Classen, und es Ififst sich auch hier wieder 
durch ähnliche Betrachtungen, wie früher bei den Zahlen von der Form x z -\-2y 2 
nachweisen, dafs eine und dieselbe Zahl nicht zu verschiedenen Classen ge- 
hören kann, noch auf mehr als eine Art zu derselben Classe (sobald man 
die Formeln (86 und 87.) nur für eine einzige zfihlt). 

Der Ausnahmefall gehört auch hier wieder zur dritten Classe 
(Vgl. §. 29.). 

Berücksichtigt man auch hier nur die Stammzalilen , so findet sich, 
dafs diese, wie folgt, unter den drei Classen sich verlheilen. Es gehören zur 

I. Classe: 31, d91, 206, 302, all, 386, 487, 511, 526, 542, 599,. 607, 

622, 679, 686, 719, 743, 823, 862, 911, 991; 

II. Classe: 7, 46, 94, 103, 151, 239, 263, 271, 343, 367, 382, 431, 463, 

478, 479, 631, 734, 751, 766, 802, 863, 919, 926, 958, 974; 

HI. Classe: 71, 127, 199, 334, 391, 446, 647, 718, 878, 967. 
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Von diesen 56 Zahlen geboren mithin 21 zur ersten, 25 zur zweiten und 10 
zur driften Ciasse, so dafs auch hier die zwei ersten Classen die dritte stark 
überwiegen. 

Wollte man nicht blofs die Stammzahlen berücksichtigen, so wären 
noch die Zahlen 158, 383, 706, 983 zur ersten, die Zahl 887 zur zweiten 
und die Zahlen 238 , 503 , 866 zur dritten Ciasse zu rechnen. Dann ge- 
hörten also 25 Zahlen zur ersten Classe, 26 zur zweiten und 13 zur dritten. 

4 

41. 

Selzt man a = (tn' -f fw )* 4" % m l \ ß = 2w o (jw'-j-0*u)* so findet man 
auch hier 

x h = x + ah, y h = y+ßh, A h =(x + ah) 2 -2(y+ßA) 2 und 
ay h — ßx h = ay — ßx = M m' — n^M = + 1, 

wo das obere oder unlere Zeichen gilt, je nachdem die Anzahl der Theil- 
nenner # x , ^, . . . a z gerade oder ungerade ist. Bezeichnet man daher wie- 
der durch D h den Nenner des vollständigen Quotienten, aus welchem sich 
bei der Entwicklung von A h in einen Kettenbrucb, der Theilzähler a t ergiebt, 
so findet sich, dafs, wenn A h ungerade ist, D h in der Form 4nf 1 oder 
4n-f 3 enthalten ist, je nachdem z gerade oder ungerade ist; ist A h gerade, 
so ist D h in der ersten oder in der zweiten Form enthalten, je nachdem 
">o — z gerade oder ungerade ist. 

Im Allgemeinen sind auch hier wieder die Werthe x und y, welche 
zur Stammzahl gehören, die kleinsten zusammengehörenden Werthe, die der 

Gleichung 

(79.) az — ßv = + 1 

genügen. Gäbe es noch zwei kleinere Werthe x* und y f und setzte man 
x=zx f -\-ah'; y = y'-\-ßh!, so hätle man 

x 2 — 2y 2 = x' 2 -2y n + 2(ax'-2ßy')A'-\-(a l — 2ß*)h'\ 

Nun ist a 2 — 2ß 2 = q 2 also a>/?/2, und da ay' — ßx' = ±1 ist, so mufs 
auch a?'>»yY2 sein. 

(Ist nemlich ßfö zwischen den ganzen Zahlen t und £-f-l enthalten, 
so mufs a mindestens = f-{- 1 sein. Wäre nun x f <cy ^2, also ßx'<Zßfö-y'> 
also auch ßx* <C(t-\-l)y', so könnte die Gleichung ay—ßx'— —1 gar nicht 
Statt finden, die Gleichung <xy''—ßx'=l aber nur dann, wenn y> = t y 
a = l-f 1 nn & ß# f — t ist, dann wäre aber a?' = l, mithin a — /9=1, 
was nicht sein kann, da a — ß=zm f2 -\- m^ ist). 
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Es wären' mithin x n — 2y n und ax' — 2ßy f positive Zahlen und 
x 2 — 2y l >q, was nicht sein kann, wenn nicht der Ausnahmefall Statt findet. 
Findet dieser Statt, so giebt es allerdings noch ein Paar zusammengehörende 
Werthe, welche beziehlieh kleiner als x und y sind und der Gleichung (79.) 
genügen. Denn es ist a — 2ß = tn n — ml — 2m m'. Setzt man nun wieder, 
wie in (§.29.) äi, tf 2 _ 2 = /, so findet sich für den Ausnahmefall a — 2ß 
= mV — »i2= + l. Die einfachsten Werthe, welche in diesem Falle der 
Gleichung (79.) entsprechen, sind also w = l, t? = 2. Diese Werthe können 
aber nicht zur Stammzahl gehören, da 2 = 2 2 — 2.1 nicht zu den Zahlen 
gehört, deren mittlerer Nenner = 2 ist, vielmehr wird das nächste Paar Werthe 
ti = /9-f~l 9 r = a-J-2 der Stammzahl entsprechen, da (a-f 2) 2 — 2(ß-\-\fZ>(f ist. 

Bezeichnet man wieder die secundäre Stammzahl durch B, so ist hier, 
abgesehen vom Ausnahmefall, B = (x — a) 2 — 2(y — /3)% wenn die primäre 
Stammzahl =x 2 — 2y* ist. Da nun x und y die kleinsten zusammenge- 
hörenden Werthe sind, welche der Gleichung (79.) entsprechen, so folgt 
x<Ca, y<Lß* Setzt man daher a — x — x' und ß — y — y f , so ist B = 
x n — 2y n und ay f — ßx' = +1, je nachdem ay — ßx = ±l ist; zugleich 
sind x' und y 9 die kleinsten Werthe, welche der Gleichung az — ßv= + i 

genügen. 

Im Ausnahmefall ist Ä=(ar— 2a) 2 — 2{y— 2ß)\ Nun ist ar=a-{-2<2a 
und y = ß-\-i <C2ß ß also, wenn man 2a — x = x f und 2ß — y = y f setzt, 
ß=zxl — 2f x und ay' — ßx'=+i. 

Behalt man daher auch hier wieder die Bezeichnungen (§• 15.) bei, 
indem man nur für a und ß die ihnen gegenwärtig zukommenden Werthe 
nimmt, so ergiebt sich, dafs, abgesehen vom Ausnahmefall, die primäre oder 
die secundäre Stammzahl die kleinere ist, je nachdem r — z ungerade oder 
gerade ist. Im Ausnahmefall ist x' = a — 2, y' — ß — 1, während a? = a-f 2, 
jyz=.ß-\-\ ist; mithin ist die primäre Stammzahl gröfser als die secundäre, 
übereinstimmend mit (§.25.). 

Den Erörterungen in (§. 36.) analog kann auch die Gleichung n* — A h q* 
= 2 benutzt werden um A h in der Form x 2 h — 2yj l darzustellen; und zwar 
sind hier nur zwei Fälle zu unterscheiden , da x h > y h ist. Ist A h > n, so 

betrachte man -7 als den unmittelbar vorhergehenden Näherungswerth von — ; 

welcher letztere Ausdruck in einen Kettenbruch verwandelt ist, dessen Theil- 
zähler sämmtlicb =1 Bind, den mittleren ausgenommen, welcher = — 2 ist, 
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indem zugleich die Tbeilnenner sich in umgekehrter Ordnung wiederholen. 
Bezeichnet man wieder durch a, a n a^, . . . a m die sich wiederholenden 
Tbeilnenner, so ergiebt sich x h —a, a m , y h = a, a m „ x . Ist dagegen A h <Zn, 

also n<iq 2 , so betrachte man -j- als den unmittelbar vorhergebenden Nähe- 

rungswerth von —, dann lfifst sich — in einen Kettenbruch von der be- 
s chri ebenen Art verwandeln und man erbalt x h = a L ,a m ; y A = ö M ö m _ 1 . 
Ist z. B. ^4 A = 31, so ist n = 39, y = 7, also 

A <Z n und — = 1 A T 



*+-* 



3-f * 



mithin ar A = 7, y A = 3. Ist -4 Ä = 158, so ist ^ = 88, y = 49 und 



3+- 



n 



2-1 



*+-* 



3+i 



•+-J-. 



also a? ;i ==16, y h — 1. 

aa. 

Dafs es gelingt, die Zahlen .4, welche der Gleichung x — Ay 2 — ~-i 
oder der Gleichung x 2 — Ay 1 = ±2 entsprechen, mit Hülfe der Kettenbräche 
direct in die ihnen beziehlich zukommende Form f-\-u 2 oder / 2 + 2ti 2 zu zer- 
legen, beruht, wie leicht zu sehen, auf dem Umstände, dafs die Divisoren 
dieser Formen, wie bekannt, immer von derselben Gestalt sind. Nun sind 
aber alle Divisoren der Zahlen von der Form P-\-3u 2 ebenfalls in dieser 
Form enthalten, mit Ausnahme der Divisoren, welche das Doppelte einer un- 
geraden Zahl sind. Genügt aber eine Zahl A der Gleichung x 2 — Ay 2 
= — 3 , so kann sie ebendeshalb nicht das Doppelte einer ungeraden Zahl 
sein; sie mufs mithin als Divisor von x 2 -\-3 in der Form / 2 -f 3ti 2 enthalten 
sein, und es lfifst sich demnach vermuthen, dafs auch diese Zerlegung direct 
durch HOlfe der Kettenbrflche geschehen könne. Dafs es wirklich der Fall 
isf, werden die folgenden Entwickelungen zeigen. 
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Ist a die gröfste in jA enthaltene ganze Zahl, so kann A weder 
=i£\\ noch =a*-f2 sein, wenn der Gleichung x 2 — Ay*— — 3 genügt 
werden soll, da nnter diesen beiden Voraussetzungen in dem Kettenbruche, 
welcher }/A entspricht, kein Nenner eines vollständigen Quotienten =3 ist. 
Es mufs also, wenn der Gleichung genügt werden soll, A^a 7 \-3 sein. 
Alsdann mufs unter den vollständigen Quotienten, welche bei der Entwicke- 
lung von ^A in einen Kettenbruch vorkommen, einer enthalten sein, dessen 
Nenner = 3 ist. Bezeichnet man diesen vollständigen Quotienten durch 
£(}M -{-*') un d den daraus abgeleiteten Tbeilnenner durch k, so mufs Ar 
in der Reihe der Tbeilnenner eine gerade Stelle einnehmen. Man erhält 

Ag = Jgf" 3 J j wenn man durch E[— J die gröfste in — enthaltene ganze 

Zahl bezeichnet. 

Ist A = a 2 -f 3 , so ergiebt sich unmittelbar, dafs der zweite vollstän- 
dige Quotient den Nenner 3 hat, und es ist k = E(\a). Je nachdem also 
<i = 3*, 3* + 1, 3*+2 ist, ist A=2«, 2$, 2*-fl. Zugleich ist k immer, 

und nur dann, das Mittelglied der Periode, wenn ö = 3# ist. 

VA4-i 
Ist A = a 2 -\-h und A>3, so sei — ^ — der vollständige Quotient, 

der vor ^(y^-fO unmittelbar vorhergeht. Dann ist i n *= A — 3d. Nun 
kann d nicht gröfser als 2a — 2 sein. Ware d = 2a, so müfste i = a sein, 

man hätte also j = j ■ > and der nächste vollständige Quotient 
wäre k ' a also ^-=3; was nicht sein kann, da sonst a 2 -f A >(tf-f i) 2 

Ta 

wäre. Ebenso zeigt sich, dafs nicht rf= 2a— 1 sein kann. Es ist demnach 
i n mindestens = A — 3 (2a — 2), d.h. mindestens = ö'-f 4 — 3(2* — 2), 
also jedenfalls i' 2 > (ö — 3)% oder mindestens f' = a — 2. Folglich ist 

k^E\ — n — J und zugleich höchstens = /£[£«]. Ist also a — 3s, so ist 
k = 2s — l oder = 2*; ist n = 3*-fl, so ist k = 2s; ist « = 3*-f 2, so 
ist k = 2s oder = 2*-f *• ' si * = 3*, so wird k = 2s oder = 2* — 1 
sein, je nachdem k der mittlere Tbeilnenner ist, oder nicht. Denn im ersten 
Falle ist 9 — a. Bezeichnet man den auf |(yJ-f i f ) folgenden vollständigen 

Quotienten durch J , so folgt daraus i" = a, also i" = t'; was wie be- 
kannt immer und nur dann Statt findet, wenn k das Mittelglied ist. Aus demselben 
Grunde kann k nicht der mittlere Theilnenner sein, wenn £ = 2* — J ist. 
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Ist A = 3s -j- 2 , so beweis! man ebenso , dafs Ar = 2* oder = 2*-f 1 ist, 

je nachdem k der mittlere Tbeilneoner ist, oder nicht. 

« 

Das Vorhergebende zusammengefafst, giebt folgende allgemeine Regel. 
Ist k der mittlere Theilnenner, so ist k=2s=2E[^a]; im entgegen- 
gesetzten Falle ist k = a — (s -f 1 ) = // — 1 — E[$ä], 

43. 

Bezeichnet man durch u, a^ a 7 , .. a m die Reibe der Theilnenner, welche 
k rorausgehen, so erhält man, mit Beibehaltung der froheren Bezeichnung, 

p'-Aq* = -3, 



woraus durch Elimination 



oder 



i'q + 3q» = p 



|i'y -i 2<?> = \p 

folgt. 

Ist k kein Hittelglied, so ergeben sich hieraus folgende Fälle: 

1) Ist a = 3*, also Ar = 2* — 1, so hat man entweder i' = 3# — 1 oder 

i' = 3# — 2, d.h. entweder 2t' = 3Ar-ft oder 2i'=3Ar — 1 und demnach 

entweder 

kq\ 2?" = ±(2/> — f) oder 

fy + 2?" = i(2/i + f). 

2) Ist a = 3*-f-1, also At = 2#, so ist »' = 3* — 1 oder =3*-fl, also 
2»' = 3Ä+2, mithin 

*y + 2y = i(y»±y). 

3) Ist «==3*-f 2, also Ar = 2*4-1, so ist i' = 3*+l oder 3*-)- 2, mithin 
ist 2t' — 3*— 1 oder = 3Ar-|-l und entweder 

kqj 2q» = i(2/»-|-f) oder 
Ary + 2^= i(2/i-y). 

Demnach findet immer, sobald k nicht das Mittelglied ist, eine der vier 

Gleichungen 

kq+2q» = \{2p-q), 

fy-J-2^ = |(^4 7), 
*? + »*„ = 4(^-o) 

Statt. Setst man für p seinen Werth aq-\-q', so erhall man, je nachdem 
die erste, zweite, dritte oder vierte Gleichung gilt: 

Crelle*« Journal f. A. M. Bd. LIII. Heft t. 12 
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(88.) (2a — 1 — 3k) q = 2(3?° — y'), 

(89.) (2a -f 1 - 3k) q = 2 (3q° - tf\ 

(90.) (2a -j- 2 - 3A) y = 2 (3/ — y'), 

(91.) (2a — 2 — 3% = 2(3/— q'). 

Ist dagegen Ar das Mittelglied, so folgt schon aas der Gleichang (17.), 
dafs man in allen Fällen 

mitbin auch 

(2a-3A)? = 2(3o°-a') 
bat. 

Hieraus ergiebt sich weiter, dafs immer eine der drei Gleichungen 

9' = 3y», 

y = 3?°-y, 

%q = 3?°-?' 

Statt finden wird. Ist k nicht das Mittelglied, so findet die erste Gleichung 
Statt, wenn a = 3*-j-!2 und zugleich die Gleichung (88.) zu nehmen ist, oder 
wenn a = 3*-fl und die Gleichung (91.) zu nehmen ist. Dagegen gilt die 
zweite Gleichung, wenn a = 3s-\-2 und die Gleichung (89.) Statt hat, oder 
a = Ss neben der Gleichung (88.). Die dritte Gleichung findet Statt, wenn 
a = 3* neben der Gleichung (89.) oder «?=3*-^2 neben der Gleichung (90.). 
Ist k das Hittelglied, so ist die erste, zweite oder dritte Gleichung zu neh- 
men, je nachdem « = 3*, 3*-f 1 oder 3s -\- 2 isl - 

Utk. 

Ist a x irgend ein Theilnenner, welcher a m vorausgeht, giebt man den 
Buchstaben *»', n, r/» , *» n , M, M in fi, v, dieselbe Bedeutung wie in (§.27.), 
und setzt noch aufserdem a, +1 , a mmml = (i {% und a,+,, a m _ t = v , so erhält man 

q = t*mf+vm 7o _ P.m'+*.m % 

<f pn+vn 9 ' p' p.w + V*t 

Es sei nun zuerst y' = 3y ü , mithin jm-f m n = 3[i m' -\- 3v m (r Setzt 
man ^ = ±(/Uit — 3^««')= +(3r ni — vn ), wo dasselbe Zeichen wie in der 
Gleichung nm n — m\ = + 1 zu nehmen ist, so findet man, sobald man die 
Betrachtung wiederholt, welche Göpel in (§. 3.) seiner oben erwähnten Ab- 
handlung angestellt hat, und (P-f 3 = *«' setzt: 
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Hieraus folgt 

„_ (tm t +dm )'+ 3ml (*,»>+ dm')* +3m] 

Nun ist ^ = 3?° und />'? — y y' = 1, also //y = 3tf,-f i un d 3//y = y' f -f 3. 
Zugleich hat man 

3,/ = if!i±i!iill±M _ (^ +a/Q'+3 M « 

' e i f 

Wenn man nun genau denselben Gang wie Göpel befolgt, so findet 
sich, dafs hier 

3m' > d(s'a z + x — <*) iw' -f e t (e^+i — d)m u 

sein mufs, während s'tf x+I — 9 positiv ist. Es sind also folgende sechs Pille 
möglich, da 9 nicht gröfser als 2 sein kann. 

Ist tf— 0, mithin w'=3, so ist entweder «=1, *' = 3 oder 6 = 3, «'=1. 

Ist £=1, mithin *a' = 4, und hat man zugleich 6^+, — J=l, also 
*'n x+1 =2, so ist entweder e'=l, *=4, 0^=2, oder *' = 2, a i+1 =l, «=2. 

Ist aber £ = 1, w' = 4 und zugleich *'ä x+ i — <J=2, so ist *'=1, 
**+i = 3, « = 4. 

Ist £ = 2, mitbin e«' = 7 und *'a x + £ — £ = 1 , so ist «'h x+1 =ä3, also 
• = 1, « = 7, a, +1 = 3. 

Es giebt also immer einen Theilzibler a ty för welchen einer der sechs 
folgenden Fälle Statt hat: 

1) y = m" -|- 3m ( 2 , ; Sp' = » 2 -f 3nJ und zugleich ji=s W) *> = 8iw , also. 

«z!>3, 

2) y = wt 2 -f Sm"; 3^' = n 2 -f 3* 2 und zugleich fi = dtH f ; v~ wi , also 

3) ? = (w + mtf +3wJ; 3// = (n„-|- nf + 3n 2 und zugleich «, +1 = 2, 

4) 2y = (2m'-f r* ) 2 +3m 2 ; 6// = (2/i-f n n f «f 3it 2 und zugleich a x+1 = l, 

5) y= (m + mtf + 3m n ; 3//= (w -f w) 2 -f 3w 2 und zugleich <*,+!= 3, 

6) q= (w -f 2m') 2 + 3m fa ; 3/= (» -f 2n) 2 -f 3n 2 und zugleich ^+1 = 3. 

Je nachdem der *r*te, zweite u. s. w. Fall Statt findet, soll q zur 
ersten, zweiten u. s. w. Classe gerechnet werden. Man siebt, dafs q immer 
zur vierten Classe gebort, wenn es das Doppelte einer ungeraden Zahl ist, 
während es zu einer anderen Classe gehören mofs, wenn es eine ungerade 
oder durch 4 theilbare Zahl ist. 

12* 
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Ich werde hier, wie in (§. 16.) 9 durch A die kleinste, durch A h die 
Ate darauf folgende Zahl bezeichnen, bei welchen nach dem Anfangsgiiede die 
Theilnenner a t , « 2 , ... a m folgen, während der Nenner des nächstfolgenden 
vollständigen Quotienten = 3 ist. Man hat also, je nachdem q eine ungerade 
oder eine gerade Zahl ist, 

und 

7 7 

Gehört y zur ersten Gasse, so ist 

3/>'? = y' 2 -| 3 = (w'it-f 3wi u ii ) 2 + 3(m'it — /yiüH)% 
also y' = m f ii -J- 3wi Hu und 



Setzt man 



T _ Mm'-3Af m , v = Afm^ + M,^ 



7 7 

so folgt il = x 2 -j- 3y 2 . Nun sind x und y positiv, da fi>v, d.h. w'>3»iu 
ist: sie sind aber auch ganze Zahlen, denn es ist 

folglich Mm^\M u m f durch q theilbar, d. h. y und mitbin x ist eine ganze 
Zahl. Versteht man unter/ den Werth q oder \q , je nachdem q eine unge- 
rade oder gerade Zahl ist, und bezeichnet durch x h und y h das, was aus x 
und y wird, wenn man darin statt a den Werth rt-f/A substituirt, so er» 
giebt sich 

x Ä = ar-f -~(tn n — 9u$)i y h ~=y+ —m'm . 

Ist q ungerade, also f=tf, so versteht es sich von selbst, dafs x h und y h 

l 
ganze Zahlen sind. Ist q gerade, also ~~— £, so müssen vermöge q — m n -\$inl, 

zugleich tw und m r ungerade sein, also ist «•*— - 3iwJ gerade, mithin sind 
wieder x h und y A ganze Zahlen. Setzt man 

m n — 3*12 = «^ 2fn'f7) = /ff* 
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so ist demnach 

(92.) Ä h = (x-H£«) f + 3(y + !/?)\ 

Gehört q zur zweiten Ciasse, so findet sich 

q f == i7i n +3f/»'n und 

A M1 + 3M* 
xk = — — • 

9 

Setzt man 

_ 3Mm'— itf m # _ Afm -fm f M 
f ^ 9 

so ist A = x 7 -^Sy 2 und es sind x und y nicht blofs positive sondern auch 
ganze Zahlen, wie aus 

folgt. Setzt man hier 

3mJ — ml = a; 2m'm {) = ß y 

so wird wieder A h durch die Formel (92.) ausgedrückt. 

Gehört q zur dritten Ciasse oder zur fünften, so erhält man 

y' = (mo-j-w'Xrtu + iO + JWf, unc j 

Setzt man 

„_ 3Afm'-(M+AfJ(m' + m ) . Jtf(m'+m ) + m'(M.f J lf.) 

j, -— —————————————————— „ jr _«-, .— . • 

so ist .4 = a? 2 -f- 3y*. Hier kann x negativ sein; dafs aber x and y ganze 
Zahlen sind, folgt aus der Gleichung 

(sV+ m f £(M+ M„f-\- 3 M J ] + 3 [m' 2 (M+M$ -9P (»'+ m f| = (Jf + Ätff; 

auch wird wieder ^f A durch (92.) ausgedruckt, wenn 

o = 3m" — («' -j- w ) 2 , /* — 2m' (m r -f m„) 
gesetzt wird. 

Gehört q zur vierten Ciasse, so ist 

% 7 »-f 3 = 3/»'y = U ((2«' ■+ Wo) (2« -f ««) -f 3m,,«,,) j« 

+ 3 [i ((2m' 4- m ) » - m, (2» -f «,,))]% 
mithin 

y' = i((2m'-f-mo)(2n-fno) + 3roo»o) und 

* 3} 
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Setzt man 

_ (2M+M )(W+* )~3M m^ _ M (2m'+m ) + m (2M+M ) 

X ~ Tq f r ~ 2q ' 

so erhält man A — x 7 -\-Sy l . Hier sind nun x und y zwar ponitive Zahlen, 
aber nicht immer ganze. Man hat nemlich 

(2m'+ iti )> [(2üf + MJ + 3iH?,] + 3 W(2ilf + M n f - *%{**'+ m () f] 

= 2y(2ilf+ilf ci ) 2 ; 

es ist also [w (2Ä+ Jf ) + ^(2»'+«^)][w (2ilf + A^) — Af (2m'-f w )J durch 
2? «heilbar, d. b. der Ausdruck m n (2ilf -f iM^)-f iW (2m'-j-»i n ) ist durch q 
theilbar. Sind M und m nicht zugleich ungerade, so kann dieser Ausdruck 
nicht durch 4 theilbar sein, also auch nicht durch 2q, weil q, wie oben be- 
merkt, wenn es zur vierten Classe gehört, immer das Doppelte einer ungera- 
den Zahl ist; sind dagegen M oder wi beide ungerade, so wird der Ausdruck 
durch 2q theilbar sein, oder nicht, je nachdem einer der zwöi Ausdrücke 
m (2ilf-f Jü ) und üf (2m'-]-!fi ) in der Form 4A-fl, der andere in der Form 

4Ä-J-3, oder beide in derselben Form enthalten sind. Setzt man daher ^ =-5- 

Y /-TV / Y\* 

und y== g-, so ist immer A = [^J + H"27 ' wo X und Y ganze Zahlen 

sind. Es sind aber nun drei FfiHe zu unterscheiden. Sind X und F beide 
gerade Zahlen, so setze man A = x*-\- 3y\ wodurch A in ganzen Zahlen in 
die Form / 2 -f 3ti 2 zerlegt ist. Ist eine der Zahlen X und F von der Form 
4A~pl. die andere von dar Form 4A-{-3, so sind X-f Fuod J1T — 3F durch 
4 theilbar und man erhält 

Setzt man also + — j — = /; — —- — u, indem man / immer positiv 

annimmt, so ist 

/ _ ^ Mm t —M m'—Mm —2M m . _ Mm'+M m'+Mm 

Sind X und F beide von der Form 4A-fl oder beide von der Form 4A-J-3, 

-T4- 3 Y X Y 

so sind — -j — und — j — ganze Zahlen, und man erhält 



A - (i±H)' + 3(i-I)'. 
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Seist man — i — = /; — j — = u, so ist 



t _ Mm'+2Mm + 2M 9 m'+M ti m m _ Mm' — M,m 

Sind X und Y beide gerade Zahlen und man setzt 

a = { 2m' + mJ-3mb ß = 2m ft (2m'-f r* ), 
so hat man 

Ist m eine ungerade Zahl, so sind a und ß nur durch 2 und nicht durch 
4 tbeilbar; man leite dann aus x h und y Ä , wie oben, andere Zahlen ab, so 
dafs A h in ganzen Zahlen in die Form /*-f 3t* 2 zerlegt erscheint. Aehnliches 
gilt von den folgenden zwei Fällen. 

Sind nemlich X und Y nicht beide von der Form 4n-fl, oder beide 
von der Form 4n-f 3, so ist 

a = m n — 2m'm — 2mJ; /9 = m' 2 + 2191^' 
su setzen, und wenn 

ist, so ist 

Sind dagegen X und F von derselben Form, so ist 

zu setzen. 

Es ist nun noch der Fall öbrig, wenn y zur sechsten Classe gehört; 
alsdann ist 

9' = (m +2m'Kn +2n) + Zm'n 
und 

_ (M + 2M) , +3M > 

Setzt man 

(itf + 2M) (m + 2m')— 3Mm' _ (M Q +2M)m'+M(m 9 +2m') 
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so ist A — # 2 -f 3y 2 . Hier sind x und y positive und zugleich ganze Zahlen, da 

(«•0+ a*? [(^0+ «» ) 2 + 3^] + 3 [( Af n + 2.« ?m\ - %|2«i') J ] 

= yCilfo-f 2Af) 2 

ist. Ist a = (fw -j-2r/t') 2 — 3mJ; /? = 2w'(»i -f2m';, so findet man wieder il Ä 
durch die Formel (92). 

Alle diese Betrachtungen beziehen sich auf die Voraussetzung in 
($.44.), dafs y' = 3y u . Ist y = 3y — ?', so ist y' 2 -j-3 = 7(3^'— y'), und 
wenn 2v = 3?° — y' ist, so ist q n \ 3 = y(3/>'— 2q'). Es findet sich aber, 
dafs im ersten Falle 3p'— q' und im zweiten 'Sp'—2q f genau durch dieselbe 
Formel bestimmt wird, welche den Werth von 3// unter der Voraussetzung 
y'— 3y u giebt. Da also q und 9' dieselbe Form behalten, so gilt dies auch 
von der daraus abgeleiteten Zerlegung der Zahl A. 

4L«. 

Mit Hülfe des Vorhergebenden ist nun leicht nachzuweisen, dafs die 
Zerlegung der Zahl A auch mittels der vollständigen Quotienten geschehen 

kann. Man bezeichne wieder durch — jz — -, — /j> ' — W — ^ e * re ' au ^ 

einander folgenden vollständigen Quotienten, aus welchen sich beziehlich die 
Theilnenner a z> a z+1> ö x+2 ergeben. Nun ist 

±J= Am'm — MM ; ±D = M* — Am]. 

Gehört q zur ersten Classe und substituirt man in J und D statt A 

seinen werth -£*££, so findet sich J= «==?£&. ^(AK + JW.,.) 

m ri -j-3wj 7 q 

also J=zx; Z) = 3y. Nun ist A = x 2 ± 3y 2 = J--f JO D also o =y und 
mithin ,4 = J 2 + 31*5 und D = Sü it . 

Gehört q zur zweiten Classe, so findet man J—x; D = y, also 
A = J 2 -\-3D % und zugleich Ö = 3Z). 

Gehört y zur driften Classe, so ergiebt sieh J = x-\-y; Z> = y. 
Hieraus folgt /J = 2(j- — #). Nun ist u x+l = 2, also J-f «T = 2ZJ, ruithift 

J'-^y-x, 0' = 2 (* + >•), also D +/>' = 40 und 4 := (i*=-^) f -f 30 2 . 

Gehört^/ zur fünften Classe, so hat man ebenfalls J=x-\-y; D = y, 
jÖ = 2(y — j?), hier ist aber a z+I = 3, also J' = 2y — x, D' = 4x — y, 

mithin IP-f 2H = 3D und A^f 21 ** * )* + %&. 
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Gehört q zur vierten Classe, so sind wieder die drei oben betrachteten 
Fälle zu unterscheiden. Man findet nemlich 

j = 2{Mm'-M m ) m D _ 2 (Mm' + M m' + Mm ) 

Sind also X und Fgerade, so hat man J = x — y; D — x-\-y, ö =2y — ./' 

und D' = x-y, mithin D +D'=D und ^ = (£±^) + 3 (^)*. Sind X 

und Y nicht zugleich von der Form 4A-f 1 oder 4A-f 3, so ist J=u±t; 
D = 2u, D (i =u+t = J'; D' = u±t, also wieder D {) +D' = D und J = 

(^ — g — -j-) -3(^g-J. Sind X und F von derselben Form, so findet man 

•/=2i#; D = t+u, D =t — u = J'; D' = 2u, also auch in diesem Falle 

Gehört y zur sechsten Classe, so findet man D — y; J=2y — #; 

J' = ar-fy; 0' = 2 (>--*); D l) = 4x—y J also A = ( ? D *+ " "$+$& tfnd 

Das Resultat dieser Untersuchung lafst sich also wie folgt aussprechen. 
Sobald eine Zahl A der Gleichnng p 2 —Aq 2 = — 3 genügt, so fin- 
den sich unter den vollständigen Quotienten immer drei aufeinanderfol- 
gende, die so beschaffen sind, dafs wenn man ihre Nenner ö ft , D, D' 
und die entsprechenden Tbeilnenner a z> a z+l , a x + 2 nennt, entweder D=3D $ 
und <^5>3, 0( * er ^ = 3ß und «*+i3>3, oder D^D' — D und 
a, +l =l, oder # -j D' = W und /i 5+1 = 2, oder D'+2D n =^3D und 
«i c+1 = 3, oder Z> -f 2/?' = 3Z> und ö 2+1 = 3 ist. 

In (§. 31.) wurde nachgewiesen, dafs von den drei Relationen, welche 
dort zwischen den drei Nennern der vollständigen Quotienten, die zu # z , ^ +1 , 
#s+2 gehören, Statt finden, nicht eine mehrmals und nicht mehrere zugleich 
vorkommen können. Hieraus ergab sich weiter, dafs obgleich die Zahlen A, 
welche der Gleichung p 2 —Aq 2 = — 2 genügen, im Allgemeinen auf verschie- 
dene Weise in der Form t 2 -\-2u 2 ausgedrückt werden können, dafs jedoch nur 
eine einzige dieser Zerlegungen durch die Nenner der vollständigen Quotienten 
dargestellt werden kann. In dem dortigen Falle konnten die Zahlen p und q 
nur einen einzigen Werth haben, weil es aufser dem mittleren Nenner keinen 
andern =2 giebt, und man konnte eben deswegen die Zahlen A nach den 
ihnen entsprechenden q in Classen theilen. 

Grelle'* Journal f. d. M. Bd. Llll. Heft 1. 13 
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In dem gegenwärtigen Falle, wo die Zahl A der Gleichung 

p 2 -Atf t= -3 

Genüge leisten soll, findet ein ganz ähnliches Sachverhältnifs Statt, wenn 
innerhalb der ersten Periode unter den Nennern der vollständigen Quotienten 
nur ein einziger = 3 vorkommt, der dieser Gleichung genügt. Dies wird 
immer der Fall sein, wenn die Periode kein Mittelglied enthält; denn nimmt 
der Nenner 3 in der ersten Hälfte der Periode eine gerade Stelle ein, so 
wird er in der zweiten Hälfte eine ungerade Stelle einnehmen, und umgekehrt. 
Das gleiche findet Statt, wenn ein mittlerer Nenner vorhanden ist, der selbst 

— 3 ist, da dann kein anderer Nenner diesen Werth haben kann. Geht da* 
gegen, dem mittleren Nenner ein Nenner = 3 voraus, welcher in gerader 
Stelle steht, so mufs auch der nach dem mittleren Nenner vorhandene Nenner 

— 3 in gerader Stelle stehen. Dann giebt es also zwei Werthe von <j, 
welche der Gleichung p 1 — Aq 2 = — 3 entsprechen; es wird also auch eine 
Relation doppelt, oder es werden zwei verschiedene Relationen zugleich vor- 
kommen. 

Ist z. B. .1=133, so findet sich in der Reibe der Nenner der vollstän- 
digen Quotienten die Zahl 3 in der vierten und in der vierzehnten Stelle, 
und zugleich findet sich die Relation D -\-iy = D nebst a z+l = 1 zweimal. 
Einmal sind die drei aufeinander folgenden Nenner 1, 12, 11 und dann 4, 13, 9. 
Demgemafs hat man 133 = 5 2 -f 3.6' = ll 2 -f-3.2'. Bei der Zahl 163 da- 
gegen findet man die Gruppe 6, 7, 9, welche der Relation Z>'-f 2Z> = 30 
nebst ö x+1 = 3 entspricht; dann hat man auch die Gruppe 11, 14, 3, welche 
der Relation D -\-D'=D und tf i+l — 1 entspricht; hieraus folgt 163=4 2 -f3.7 7 , 
man mag die erste oder die zweite Relation benutzen. 

Berücksichtigt man die Anmerkung in (§. 23.), so ist leicht zu sehen, 
dafs es auch hier immer zwei Zahlen giebt, die ein ganz ähnliches Verhältnis 
zu einander haben, wie diejenigen, welche ich conjugir/e Stammzahlen ge- 
nannt habe; und giebt man den Gröfsen a, ß, x, y, die ihnen hier, nach 
dem Vorhergehenden, zukommenden Werthe, so kann man an die Betrachtung 
des Ausdrucks ay — ßx ähnliche Resultate knüpfen, wie in den früher betrach- 
teten Fällen, welche ich deshalb nicht weiter entwickele. 

47. 
Zum Schlüsse dieser Abhandlung will ich die Anwendung der Grund- 
zahlen und Stammzahlen bei Bereohnong einer Peitschen Tafel daran nach- 
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weisen, dafs ich zeige, fflr wie viel Zahlen unter 1000 der ihnen entsprechende 
Kettenhruch sich unmittelbar aus dem der Zahl 2 entsprechenden Kettenbruch 
ableiten läfst. 

Ich werde mich dabei folgender Abkürzungen bedienen. Die Periode 
welche einer Grundzahl und das Schema, welches einer Stammzahl ent- 
spricht, werde ich in eckige Klammern einschliefsen , so dafs z.B. [2,2,2] 
bedeutet, dafs die Periode aus den Theilnennern 2, 2, 2 besteht ; die Periode 
der conjugirten Grundzahlen und Stammzahlen werden durch ein vorgesetztes 
C bezeichnet werden. Die Zahlen, welchen eine gewisse Periode zukommt, 
stehen hinter derselben mit = verbunden. Das Zeichen * vor einer Zahl 
bedeutet, dafs sie schon früher vorgekommen ist, und [0,(0)] ein Schema, in 
welchem gar kein periodischer Theilnenner vorhanden ist. 



Urzahl $. ($. 10.) 

[0] = 5,10,17,26, 37, 50, 65,82,101,122,145,170,197,226, 
257,290,325,362,401,442,485,530,577,626,677,730, 
785,842,001,962. 
[2J = 6, 12, 20, 30, 42, 56, 72, 90, 110, 132, 156, 182,210, 24Ö, 
272, 306, 342, 380, 420, 462, 506, 552, 600, 650, 702, 756, 
812,870,930,992. 
[2,2] = 41,130,269,458,697,986. 
C.[l,l,l,l] = 13,74,185,346,557,818. 
[2,2,2] = 55,180,377,646,987. 
C.[l,l,2,l,l] = 21,112,275,510,817. 
[2,2,2,2] = 925. 
£[1,1,3.2,1,1] = 761. 

Grundzahl 6. 

[4] == 18, 39, 68, 105, 150, 203, 264, 333, 410, 495, 588, 689, 
798,915. 
[4,4] = 370. 
C.[l,3,3,l] — 218. 

Grundzahl 10. 
[6] = 38,84,148,230,330,448,584,736,910. 

13* 
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Grundzahl 17. 

[8] = 66,147,260,405,582,791. 

Grundzahl 26. 
[10] = 102,228,404,630,906. 

Grundzahl 87. 
112] = 146,327,580,905. 

Grundzahl 50. 

[14] = 198,444,788. 

Grundzahl 65. 
[16] = 258,579. 

Grundzahl 82. 
[18] = 326,732. 

Grundzahl 101. 

[20] = 402,903. 

Grundzahl 122. 

[22] == 486. 

Grundzahl 145. 

[24J = 578. 

Grundzahl 170. 

[26] = 678. 

Grundzahl 197. 

[28] = 786. 

Grundzahl 226. 

[30] = 902. 

Grundzahl 6*. 
[2,4,2J == 155,504. 
£.[1,1,4,1,1] = 57,308,759. 

Grundzahl 12. 
[2,6,2] = 305,990. 
C'.fl, 1,6,1,1] = 111,602. 

Grundzahl 20. 

{2,8, 2] = 505. 
«''.[i, 1,8, 1,1] = 183,994. 
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Grundzahl 30. 
[2,10,2] = 755. 
£[1,1,10,1,1] = 273. 

Grundzahl 42. 

[2,12,2] = 

£[1,1,12,1,1] = 381. 

Grundzahl 56. 

[2,14,2] = 

£[1,1,14,1,1] = 507. 

Grundzahl 72. 
[2,16,2] = 



£[1,1,16,1,1] = 651. 

Grundzahl 90. 

[2,18,2] = 



£[1,1,18,1,1] = 813. 

Grundzahl 110. 
[2,20,2] = 



£[1,1,20,1,1] = 993. 



Stammzahl 6. 
[2,4,(2)] = 131,418,867. 
£[1,1,3,1,(2)] = 43,242,603. 

Stammza/il 12. 
[0,(3)] = »39,*84,»147,*228,*327,*444, : >579,< 1 732,*903 

Sfammzahl 55. 

[2,(5)1 = *155,*305,«505,*755. 

Sfammzahl 180. 
[2,(9)] = *504.*990. 

Stammzahl 21. 

[1,1,(3)1 = *57,*til,*l83,*273,*38l,*507.»fin1,*813,*993. 

Slamm-A-ahl 112. 
' [1,1,(7)1 = *308,*602,*9<M. 

Stnmmztikl 27ö. 

[1.1,(11;] =■ *759. 
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Demnach sind aus dem der Zahl 2 entsprechenden Kellenbruche für 
163 Zahlen die entsprechenden Ketten brüche abgeleitet, d. h. für mehr als 
den sechsten Theil aller hier in Betracht kommenden Zahlen, da unter den 
ersten tausend Zahlen 969 nicht quadratische Zahlen sind. Genau genommen 
liefsen sich aber die noch vielen andern Zahlen entsprechenden Kettenbröcbe 
daraus ableiten. Insofern nemlich der Zahl 6 das Schema [0,(2)] entspricht, 
kann man daraus die Grundzahl finden, welcher dieses Schema zukommt, dies 
ist die Zahl 3; man kann also den dieser letzteren Zahl entsprechenden Ket- 
tenbrach, und mithin auch alle wieder aus diesem abgeleiteten, als aus dem 
der Zahl 2 entsprechenden abgeleitet ansehen. 

Göttingen, im August 1854. 



•• 
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2. 

Über Reihenentwicklungen, welche nach den Po- 
tenzen eines gegebenen Polynoms fortschreiten, 
und zu Coefficienten Polynome eines niedereren 

Grades haben. 

(Aus den hinterlassenen Papieren von C. G. J. Jacobi mitgelheilt durch C. W. Borchardt.) 



1. 

Lösung der Aufgabe nach der Methode der Entwicklung- Coefficienten. 

Wenn man eine Function von x nach den Potenzen eines endlichen 
Polynoms : 

P = p-f-^ff-fj^-f \-p n x n 

entwickelt, so kann diese Entwicklung 

(1.) a + a l P-\-a 2 P 2 +a z P>-\-." = f(x) 

wenn a, «i, a 2 , ... constante, nicht vieldeutige Coefficienten bedeuten, fflr 
jeden gegebenen Werth von P nur für einen der n Werthe von x gültig 
sein, welche dem gegebenen Werthe von P entsprechen. Convergirt nämlich 
die Reihe für einen gegebenen Werth JP=ft, so hat sie einen vollkommen 
bestimmten Werth; die Function f(x) aber erhält, wenn man fflr x die ver- 
schiedenen Wurzeln der Gleichung P=b setzt, n verschiedene Werthe, and 
es kann nur einer derselben mit dem Wertbe der Reibe 

a 4~ a i & ~f ^^"f* • • • 
übereinstimmen. 

Wenn aber die Coefficienlen keine Constanien, sondern Polynome des 
(n — l)ten Grades von x bedeuten, so kann die Gleichung (1.) fflr alle 
n Werthe von x gellen, welche demselben Werthe von P entsprechen. 
Bezeichnet man in diesem Falle mit 

Polynome vom (n— l)ten Grade, so kann man der Reibe (1.) immer die Form 

geben, in welcher S, £ n ... $„_ t nach den Potenzen von P fortschreitende 

Journal f. d. M. Bd. Uli. Heft 2. 14 
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Reiben mit constanten Coefficienten bedeuten, und es wird die Gleichung (1.) 
fflr alle Werthe von x gelten, für welche die Gröfse P solche Werthe er- 
bfilt, dafs die n Reihen S, S t ... convergiren. 

Wenn die Function f(x) ebenfalls ein endliches Polynom ist, so wird 
die Reihe (1.) immer abbrechen. 

Man findet dann den Coefficienten a als Rest der Diviston von f{x) 
durch P; nennt man den Quotienten dieser Division /U#), so findet man a x 
als Rest der Division von fi(x) durch P, u. s. f. 

Diese Methode, die Coefficienten a, a M etc. an bestimmen, ist aber 
nicht mehr anwendbar, wenn f(x) nach den Potenzen von x ins Unendliche 
fortschreitet. 

Fflr diesen Fall kann man den Coefficienten des allgemeinen Gliedes a i} 
wenn man die Möglichkeit der Entwicklung (1.) voraussetzt, durch folgende 
Betrachtungen finden. 

Man dividire nämlich die Gleichung (1.), in welcher f{x) eine nach 
den ganzen positiven Potenzen von x entwickelte Reibe bedeute, durch P 1 " 1 " 1 , 
und entwickle jeden Term des hierdurch erhaltenen Ausdrucks: 

nach den absteigenden Potenzen von x, so erhält man aus der Entwicklung 
der Terme 

gar keine negativen Potenzen von xj die aus der Entwicklung von 4y- ent- 
stehenden negativen Potenzen von x beginnen von — , weil die Polynome 
a, a L , etc. um einen Grad niedriger als P sein sollen; die aus der Ent- 
Wicklung von —pr hervorgehenden negativen Potenzen von x beginnen mit 

p+r> us ' f - 

In dem Producte 

in welchem der eine Factor f(x) nach den aufsteigenden, der andre wo- 
nach den absteigenden Potenzen von x entwickelt ist, kann daher das Aggre- 
gat derjenigen Terme, welche in 

1 1 1 



X ' x %9 
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moltiplicirt sind, nur aus der Entwicklang eines einzigen Terms, des dem 
Bruche -y~- gleichen Aasdrucks (2.), nämlich des Terms ~, hervorgehen, 

weil, wie man gesehen hat jeder Term ^—j nur positive. Potenzen von x, 

4 4 

und jeder Term •=££ nur höhere Potenzen von — als — giebt 
Wenn man demnach dieses Aggregat mit: 



itj.4^ + ... + i» 

X » X* * * X" 



bezeichnet, so hat man: 



(30 £=£ + ^ + -"+£+" e,c - 



1 



A 

wo die auf -£• folgenden Glieder nur höhere Potenzen von — als die nte 

X n ° X 

enthalten. MulHplicirt man daher den Theil der Entwicklung von fej, 

welcher nur die negativen Potenzen von x enthält mit P und behält in 
dem Producte nur die positiven Potenzen von x bei, so erhält man den 

gesuchten Coefficienten a t . Denn dieser Theil der Entwicklung von 4^ 

weicht, dem Vorstehenden zufolge, von der Entwicklung von ^ nur in den 

Potenzen von — ab, welche höher als die fite sind, und diese geben mit P 

x ö 

multiplicirt, keine positive Potenz von x. 

Wenn Fix) eine Reihe ist, welche gleichzeitig positive und negative 
Potenzen von x enthält, so kann man den blos die negativen Potenzen von x 
enthaltenden Theil dieser Reihe besonders darstellen. Derselbe wird nämlich, 
wie ich in den Disquis. Analyt. de fractionibus simplicibus gezeigt habe, der 

Coefficient von -r in der Entwicklung des Bruches: 

F(h) 



x — h 



wenn man diese Entwicklung nach den aufsteigenden Potenzen von h, den 

absteigenden von x anstellt. 

fix) 
Hiernach wird für unsera Fall der Theil der Entwicklung von £t+i> 

welcher nur die negativen Potenzen von x enthält, der Coefficient von -jr 

14* 
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in der Entwicklung des Bruches: 



\P(h)Y+*(x—h) 

Um «; zu erhalten, hat man diesen Ausdruck, zufolge des im Vorste- 
henden Bewiesenen, mit P zu multipliciren, und im Producte: 

^ -*£+£+£+£+••■ ~) 

nur die positiven Potenzen von x, die Constante mit eingeschlossen, beizu- 
behalten. Wenn man: 



.»— a 



i»» = /». 

setzt, so folgt hieraus, dafs a { der Coefficient von ~r- in der Entwicklung von 

{ P, -f P ? A -{- P,Ä* -| 1- P m tr-* } i/?Ah 1«*. Giebt man demnach dem Poly- 
nome (» — l)ten Grades, welchem der gesuchte Coefficient a { gleich ist, dte 
Form: 

+£*{*+**+ +^- J }+-+Ä° = «i 

wo /3j l} , $ , . . . /^° Constanten sind, so wird /?i° der Coefficient von p- in 

der Entwicklung von 

f(h) 
{/>(A)} i+1 

oder, wenn man x für A schreibt gleich 4/401 Coefficienten von -j tu 4er 

Entwicklung des Bruche 

f(*) 

Wenn /*(#) eine unendliche Reihe ist, so wird f{x)^j ein Product, 

dessen einer Factor nach den positiven, der andre nach den negativen Poten- 
zen von x in's Unendliche fortschreitet, und daher jeder Coefficient dieses 
Productes ebenfalls eine unendliche Reihe. Man kann aber, wenn man die 
Factorenzerftülung von P kennt, die Coefficienten der negativen Potenzen in 

diesem Producte oder die Gröfsen flf£ } auf folgende Art durch einen endlichen 
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Ausdruck darstellen» Zufolge der von mir in den angefahrten Untersuchungen 
Aber Partialbrflche gegebenen Sätze wird nämlich der Theil der Entwicklung 

von 41*3? * welcher blofs die negativen Potenzen von x enthält, der Coeffi- 
cient von -r- in der Entwicklung der Summe: 



wenn man diese Summe Aber alle Wurzeln x t der Gleichung P = ausdehnt, 
und die Entwicklung nach den aufsteigenden Poterizen von A, den absteigen- 

den von x anstellt*). Es wird daher der Coefficient von -j- in der Ent- 

X 

Wicklung von -^j oder die Gröfse ß\ gleich dem Coefficienten von -t- in 
der Entwicklung von 

{Pto+h)]'* 

Setzt man P = p n (x — x t )(x — x 2 ) ... (x — x n ), so wird ß[° gleich 
dem Coefficienten von h l in der Entwicklung von 

* r MW-'fiXj + h) _ 

P& \(x l +h—x % )(x i +h-x.)...(x i +h-x m )\'+* 

oder 

o& * jy K^i— ^ a )(^i— x M )...(x t — **)¥+* 

1 ~ P? 1 i.2...i.dx\ 

wo man während der Differentiationen nach einer der Gröfsen x t , x 7 , . . . , x n 
immer die andern sämmtlich als constant anzusehen hat. 

$. 2. 

Lösung der Aufgabe mittelst der Lagrangeschen Reihe. 

Man kann zu diesen Resultaten auch durch folgende Betrachtungen mit 
Hälfe der Lagrangeschen Reihe gelangen. 
Wenn man das Polynom 

jp = r 



*) Aehnliche Sätze hat Hr. Cauchy fast um dieselbe Zeit in seinen Exercices 
d* Analyse aufgestellt, und ihnen eine sehr grofse Entwicklung gegeben, so dafs er es 
für nöthig gehalten hat, dafür neue Benennungen und Zeichen einzufahren, und daraas 
einen eignen Calcul zu machen, den er Calcul des MMsidus nennt 
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seist, so erhält die vorgelegte Entwicklang von f{x) die Form einer ganzen 
Function von x vom (n — l)ten Grade, deren Coefficienten nach den ganzen, 
positiven Potenzen von y aufsteigende Reihen sind. Das Eigentümliche dieser 
Entwicklung besteht darin, dafs sie gältig bleiben soll, wenn man für denselben 
Wertb von y für die Gröfse x jede Wurzel der Gleichung P *=*y setzt. 
Bezeichnet man daher die n Wurzeln der Gleichung P = y mit : 

so erfordert die hier vorgelegte Aufgabe, zuerst eine ganze Function von x 
vom (it— l)ten Grade zu bestimmen, welche, wenn man für x nach einander 
die Werthe X^ X 2 , ... X n setzt, respective die Werthe 

f(x t ), nxj, . . . nx n ) 

annimmt; die Coefficienten dieser Function, welche auf bekannte Art durch 
die Gröfsen 

Xn X 2 , • . . -a», / (-Xi), fiXa)) . . . f(X m ) 

ausgedrückt werden, sind dann mittelst der Gleichung P~y nach den ganzen 
positiven Potenzen von y zu entwickeln, was, wie ich zeigen will, mit Hülfe 
des Lagrangeschen Lehrsatzes geschehen kann. 

Aus der Gleichung 

P — y = p+^lX+^+•••+^ x,, — y = Pn(*-XiX*—X 2 )...(x—X m ) 
folgt: 

x _j£ *= />„(*— ü)(;r — X % ) ... (x~X m ) 

■f JT^-f />,*-[- ... +p m x"~*) 

+ XS{p % +p*+ -+?<*"*) + - -\-p.Xr 1 

dP 

Setzt man P*(x) = -j^, so wird 

F(X k ) = p n {X>-X 7 XXi-X>) ... (X x -X n ). 

Mittelst dieser und der ahnlich gebildeten Gleichungen kann die bekannte 
Lagrangetcbe Formel, durch welche eine ganze Function vom (» — l)tei 
Grade ausgedrückt wird, welche für x «=s X n -Xi, ... X n respective die Werthe 
f(X k ) % fiX*), ... f(X n ) annimmt, 
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rw {x t -x % ){x % -x % ) ... (x t -x n ) 

\ffjr\ ( x — ^H«* 7 —^) •»• (* — -X*) 
TlW { x t -X t )(X t -X t )...{X t -Xn) 

+ • • • • 

\f/jr\ («fr — <Xj)(* — ^t) «•• (# — ^w-i) 
' tr(A " ) \X n -X i )(Xn-X t ) ... (X.-X-1) 

folgendermafsen dargestellt werden: 

(ft+w , + ._ + ^-,i^ + jg^ + ... + ^ 



Die ii Summen rechter Hand hat man nach den ganzen positiven Potenzen 
von y zu entwickeln. Der Coefficient von y* in der Entwicklung der Summe : 

x*-*f(x t ) , xi-*nx t ) , | xir*nxn) 

ist die im ersten §. mit $° bezeichnete Gröfse. 
Setzt man 

fx*- l f(x)dx = if> k (x) 
und bezeichnet man mit F* die Snmme: 

V'i^iHV'äC-^H hV*(-£.) = **> 

so erhalt der obige Ausdruck, durch welchen f(x) dargestellt worden ist, die 
einfachere Form: 

Es wird daher ftj? der Coefficient von y* in der Entwicklung von -j-£ , oder 

man erhält ß¥, wenn man den Coefficientefi von y Hl in der Entwicklung 
van Fi mit t-f 1 muttiplicirt. 
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Um jeden der einzelnen Terrae 

deren Aggregat mit Y k bezeichnet worden ißt, nach den ganzen positiven 
Potenzen von y entwickeln zu können, mnfs man, wenn man hierzu den La- 
grangeschen Lehrsatz benutzen will, die Gleichung P = y auf verschiedene 
Arten auf die von Lagrange zu Grunde gelegte Form: 

a — x-\-yq>(x) = Ö 

bringen. Die Lagrangesche Entwicklung bezieht sich nämlich auf diejenige 
Wurzel dieser Gleichung, welche füry = den Werth a erhält oder einen 
solchen Werth, für welchen nicht zugleich die Function <p(x) unendlich wird. 
Setzt man 

P — Pn{pO — X l ){X—X 2 )...{X — X n )^ 

so reduziren sich die Wurzeln der Gleichung P=y für y=0 auf x^ x 7 , . . . x n9 
und ich will X m diejenige nennen , welche für y = den Werth x m erhält 
Um eine auf diese Wurzel X m bezügliche Entwicklung mittelst des Lagrange- 
schen Lehrsatzes zu erhalten; mufs man der obigen Bemerkung zufolge die 
Gleichung P=y folgendermafsen darstellen: 

x m — x 4 — = 0, 

Pn(& — X x ) ... (JT X m -i)(x — JTm+l)..-(jT Xn) 

so dafs für die verschiedenen Wurzeln X t , X 2 , . . . X n die Gröfse a in der 
Lagr angesehen Gleichung respective die Werthe x x , x 2 ^ ... x n erhalt, und 
für q>(x) die Functionen 



p > p > ' * * p 

zu setzen sind. 

Die Lagrangesche Reihe giebt, wenn tp(x) eine beliebige Function 

von x und y'(g) = y r > ist, 

Setzt man hierin: 

y;x = y k (x) = /x l ~ % f(x) dx 
so erhält man 
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m 

Setzt man in der Reihe rechts vom Gleichheitszeichen: 

1 

a = x x , q>x = — ; rr — , 

" T pm(X — X t ){x — X % )...(x — JTn)' 

so erhalt man die Entwicklung von y(-Xi) und auf ahnliche Art die Ent- 
wicklung von y(X 2 j, ip(Xs) . . . y(X n ). Die Summe aller auf diese Art 
erhaltenen Reihen giebt die Entwicklung von Y k . Mnltiplicirt man den Coef- 
ficienten von y* in dieser letzteren mit t-f-1, so erhalt man: 

tfi) y» P^ l l(x t — x t )(x t — x t ) ... (jr,— Xn)]** 1 

Pk ~* 1.2.3. ..i.dx{ ' 

wenn man wahrend der Differentiation nach x x die Gröfsen x 2 , ar 3 , ... x n 
als constant betrachtet, und die Summation noch auf die n — 1 andern Aus- 
drücke erstreckt, die aus dem unter dem Summenzeichen befindlichen durch 
Vertauschung von x i mit x 2 , ar 3 , . .. x n erhalten werden, welches das im 
ersten §. gefundene Resultat ist. 

Hat P den Factor (x — xtf und ist durch keine höhere Potenz von 
x — x y theilbar, so erhalten für y = gleichzeitig fi Wurzeln der Gleichung 
P=y den Werth x x . Bezeichnet man diese Wurzeln mit: 

so mufs man, um durch den Lagrangeschen Lehrsatz die Summe 

nach den ganzen positiven Potenzen von y zu entwickeln, aus der Gleichung 
P=y durch Ausziehung der i*ten Wurzel die Gleichung 



i 



«i — *+-T — TT = 

P? \(X — X % )(X—X M ) ... (X — X„)\ ,i 

ableiten, welche für die verschiedenen Werlhe der /uien Wurzel fi verschie- 

dene Gleichungen von der Form a — x-f-y^ya? = giebt, welche sich auf 
die verschiedenen Wurzeln JT 19 2^, . . . X^ beziehen. 

Der Lagrangesche Lehrsatz giebt die Entwicklung einer beliebigen 
Function von jeder dieser Wurzeln nach den ganzen positiven Potenzen von 

y ß und man erhalt aus einer dieser Entwicklungen sammtliche fi, wenn man 

für y* seine fi Werthe setzt Die Entwicklung der Summe: 

y>(X 1 )+V'(Z2)+ ... -f y(J>) 
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erhalt man daher vermöge der bekannten Eigenschaften der Wurzeln der Ein- 
heit, wenn man in der Entwicklang einer der Functionen V(^i) etc. die ge- 
brochenen Potenzen von y fortläfst nnd die ganzen Potenzen von y mit fi 
multiplicirt. Der Coefficient von / +l in der Entwicklang dieser Summe, mit 
t-f 1 multiplicirt, wird daher 

^i+ai-i . ^f^y) ,- 

1. 2.. .(^i+p— 1)9^^-1 ' 

was mit dem im ersten §. gegebenen Resultate übereinstimmt. Wenn die 
Function f(x) vieldeutig ist, so kann man willkürlich darüber bestimmen, wel- 
chen ihrer verschiedenen Werthe sie für jede der Wurzeln der Gleichung 
P = annehmen soll, und für jede dieser Annahmen werden die Coefficienten 
a, der polynomischen Entwicklung verschieden. Wenn v die Zahl der Werthe 
ist, die f{x) für einen gegebenen Werth von x annehmen kann, so erhalt 
man so den verschiedenen möglichen Annahmen entsprechend v" verschiedene 
Entwicklungen. 

f. 3. 
Anwendung auf rationale gebrochene Functionen. 

Wenn die Function, welche nach den Potenzen eines Polynoms P ent- 
wickelt werden soll, eine rationale Function ist, so werden die Gröfsen /9* 
rationale symmetrische Functionen der Wurzeln der Gleichung Pe=0, und 
können daher durch die Coefficienten des Polynoms P rational dargestellt 
werden, so dafs es in diesem Falle der Factorenzerfallung von P nicht bedarf. 
Man kann aber in diesem Falle die vorgelegte Entwicklung auch durch die 
folgende, ganz verschiedene Methode erhalten. 

Es sei die zu entwickelnde Function 

wo U und V ganze rationale Functionen von x sind. Jede dieser Functionen 
stelle man durch endliche, nach den Potenzen von P fortschreitende Aus- 
drücke dar, 

U + U t p+ D 2 P 2 + ... = V 

r 9 +r t p+riF*+-*m v, 

in welchen die Coefficienten U 0> 17,, ... etc.; F , F n ... etc. Polynome 
von niedererem Grade als P sind. Es seien M und 2V zwei andere ganze 



n 
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rationale Pooctionen von x von der Beschaffenheit, dafs 

MV-NP = \. 
Diese Functionen M und N können durch die Methode der unbestimmten 

y 

Coefficienten oder durch die Verwandlung des Bruches -p- in einen Ketten- 
bruch gefunden werden. 

Wenn die Factorenzerfällung von P gegeben ist, findet man M auch 

dadurch, dafs man pj? in PartialbrQche zerfällt, und alle Partialbrüche, welche 

aus den Factoren von P hervorgeben, in einen Bruch vereinigt. Der Zfihler 
dieses Bruches wird die Function M. Man bat daher, wenn man die Wertbe 
von V fflr x = Xt, ar 2 , ... x n , mit 

M, Vj ... V, 

bezeichnet, 

M ~ P \P(x i )Y l .(x-x i )^ P(x t )Y t .{x—x % )^ '' ^ P\x n )Y n .(x—xJ 

Hat man auf irgend eine Weise die Function M vom (n— l)ten Grade be- 
stimmt, so bringe man die Producte MU und MV auf die Form: 

mo+UtP+mtP 2 -f — etc. = MU 
1-f ri P-{-i> a JP* -}-... etc. = MV, 

in welcher die sflmmtlichen Coefficienten «ö, *i» w 2i • •• etc., t?i, r 2 , ... etc. 
Polynome von niedererem Grade als P sind. Der zu entwickelnde Bruch wird 
dann: 

l4-v l P+^ t P , + -etc ~ V 

Entwickelt man den Ausdruck links nach den Potenzen von P, so werden 
die Coefficienten ganze rationale Functionen von tf , u x etc., t>i, v % etc., welche 
man wieder als Aggregate von Potenzen von P, die in Polynome niedereren 
Grades multiplicirt sind, darstellen kann, wodurch man die verlangte Entwick- 
lung erhalt. 

Man kann aber auch bei der Bildung der Coefficienten dieser Ent- 
wicklung ein recurrirendes Verfahren befolgen. Ist die gesuchte Entwicklung 

wo /o? fiy etc. Polynome (* — l)ten Grades sind, und kennt man bereits die 
Coefficienten /* , ft, ... f t , so findet man ans ihnen den unmittelbar folgenden 

15* 
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/J +i . Ist nämlich a m>k der Rest and b mk der Quotient der Division von f m v k 
durch P, so dafs 

so sind die Functionen 

*o,*> #m> • • • **,*; *o,a> *i,*> • • • *i,* 

gegeben, wenn die Coefficienten f -> fn • •• /i bereits bekannt sind, und man 
findet aus ihnen den nächst folgenden Coefficienten 

fi+l = U «+I — {*/, I + %-I, 2 + <»i-2, 3 + • • • + «0, «+l| 

— {*#-!, I + *i-2, 2 + *«"-». 3 + * - - + ^ «}• 

Mittelst dieser Formel kann man aus dem ersten Coefficienten f = u Q die 

übrigen finden. 

Wenn P und V einen gemeinschaftlichen Factor haben, kann die 

Gleichung 

MV-NP = 1 

nicht erfallt werden, und es kann in der That dann auch die verlangte Ent- 
wicklung nicht Statt haben. 

Die Aufgabe, einen rationalen Bruch in eine nach den Potenzen eines 
Polynoms fortschreitende Reihe zu entwickeln, deren Coefficienten Polynome 
niedereren Grades sind, findet eine Anwehdung, wenn man einen Bruch: 

L 

in welchem L, P, Q, R . • . ganze rationale Functionen sind, in eine ganze 
Function und in andre Brüche zerlegen will, welche die Potenzen von P, Q, 
R etc. bis zur ften, Arten, /ten etc. zu Nennern und Zähler von respective 
niedererer Ordnung als P, Q, R etc. haben. Man erhält nämlich die aus dem 
Factor P' hervorgehenden Brüche, wenn man die rationale Function 

L 

in der im Vorigen auseinandergesetzten Weise in eine nach den Potenzen 
von P aufsteigende Reihe entwickelt, deren Coefficienten von niedererem Grade 
als P sind, diese Entwicklang aber nur bis zur (t— l)ten Potenz von P fort- 
setzt, und durch P* dividirt. Verfährt man ebenso in Bezug auf Q, R etc., 
so ist das auf diese Weise erhaltene Aggregat von Brüchen dem vorgelegten 
Bruche gleich, oder, wenn der Zähler des vorgelegten Bruches von höherem 
Grade als der Nenner ist, von demselben nur um eine ganze Function ver- 
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schieden, welche der Quotient der Division des Zählers L durch den Nenner 
P i Q k R l ... ist Ist JU der Rest dieser Division, so werden die Brüche, in 
welche der vorgelegte Brach zerlegt wird, dieselben, wenn man statt des 
Zählers L den einfacheren U setzt. 

Man kann hiervon bei der Integration der rationalen Functionen Ge- 
brauch machen, wenn der Nenner imaginäre lineare Factoren hat, und man, 
um die imaginären Grftfsen zn vermeiden, die reellen trinomischen Factoren 
und ihre Potenzen zu Nennern der PartialbrQche nimmt. 

§. 4. 

Anwendung auf gebrochene Potenzen rationaler Functionen. 

Ich will jetzt die im Vorigen gegebene Methode auf die Entwicklung 
einer gebrochenen Potenz einer rationalen Function anwenden. Wie man zu- 
folge einer oben gemachten Bemerkung voraussehen kann, wird dies nicht 
möglich sein, ohne die Wurzeln der Gleichung JP = zu kennen, indem die 
Entwicklung nur dann bestimmt ist, wenn man festgesetzt hat, welchen ihrer 
Werthe die zu entwickelnde irrationale Gröfse für jede der verschiedenen 
Wurzeln der Gleichung P — Q annehmen soll. 

Um der Aufgabe sogleich eine gröbere Allgemeinheit zu geben, werde 
ich annehmen, die zu entwickelnde irrationale Function habe die Form: 



1 



* * " * * ___. -Pf \ 



wo 

ganze rationale Functionen, und 

v, m, Wi , fUj . . . ; a, ctj , a 2 . . . ; ß, ßi , ß 2 . . . 

ganze positive Zahlen und aufserdem a, a t , «j . . . kleiner als v sein sollen. 
Man suche eine ganze rationale Function M vom (n—\)ten Grade, welche 
einer Gleichung von der Form: 

3riru?u?...v l 'v! t v 2 ß *... = i-ivp 

genügt, wo N ebenfalls eine ganze rationale Function sein soll und P 
das gegebene Polgnom ist, nach dessen Potenzen die Entwicklung ange- 
stellt werden soll. Vermittelst der vorstehenden Gleichung sind die Werthe 
der Function M für die n Wurzeln der Gleichung P = gegeben, und da 
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diese Function den (n— l)ten Grad nicht übersteigen soll, ist sie durch diese 
Werthe bestimmt, oder hat nur diejenige Unbestimmtheit, die aus der Wahl 
der Werthe hervorgeht, welche die gegebene irrationale Function för die ver- 
schiedenen Wurzeln der Gleichung P = annehmen kann. Umgekehrt ge- 
nügt jede der so bestimmten Functionen M, deren Anzahl v n ist, einer Glei- 
chung der angegebenen Art Denn wenn die Function M. auf die angegebene 
Art bestimmt ist, so verschwindet die ganze rationale Function: 

l-M y U a U? U? ...V* P* P* . . . 

für jede der Wurzeln der Gleichung JP = 0, und ist daher durch P theilbar, 
oder sie erhält die Form NP, wo iV eine ganze rationale Function ist, wie 
verlangt wird. Bei dieser Bestimmung von M wird nur vorausgesetzt, dafs 
die ganzen Functionen U, U t , ... V, V it) . . . mit P keinen gemeinschaft- 
lichen Factor haben, welches die Bedingung ist, unter welcher allein die ver- 
langte Entwicklung Statt haben kann. 

Hat man die Function M gefunden, so kann man die gegebene irratio- 
nale Function auf die Form: 

— — • — 2 — A«) 

Vd-JVP) 

bringen, in welcher sie sich nun ohne weitere Schwierigkeit auf die verlangte 
Art entwickeln läfst. Stellt man nömlich den Zfibler des vorstehenden Bruches 
und die Function N wieder als Aggregate von Potenzen von P dar, welche 
in Polynome (n— l)ten Grades maltiplicirt sind, so erhält f(x) die Form: 

•(t— v t P— v t P* etc.) 

wo u , tij, •'-, »n *2i ••• gatfke Functionen (» — l;ten Grades sind. Ent- 
wickelt man diesen Ausdruck nach den Potenzen von P, so werden die Goef- 
ficienten ganze rationale Functionen von «u, ti 19 ... r,, v 2 , . .., welche man 
wieder als Aggregate von Potenzen von P, welche in Polynome (» — l)ten 
Grades ititfltiplicirt sind, darzustellen bat, wodurch man schliefslich die verlangte 
Entwicklung eriritlt. 

Wenn P einen Factor (x—XtY hat, so kann man mittelst der Glei- 
chung, durch welche M bestimmt wird, für x = x t nicht blofs den Werth 
von M selber, sondern anch die Werthe seiner ersten fi—\ Differenzialquo- 
Uenten bestimmen. Man kann daher immer die Partialbrflche angeben, in 
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■JLM 

welche sich der Bruch -y verfallen Ififst, und erhalt dann durch Multiplication 
mit P die Function M selbst. 

%. 5. 

Anwendung auf irrationale Functionen im Allgemeinen. 

Man kann durch die im Vorigen angewandte Methode auch allgemein 
jede algebraische Function von x in eine nach den Potenzen eines Polynoms 
P fortschreitende Reihe entwickeln , deren Coefficienten Polynome niedereren 
Grades sind. 

Es sei £ durch eine algebraische Gleichung <p(x, £) = gegeben, 
deren Coefficienten ganze rationale Functionen von x sind. Man soll £ in 

eine Reihe 

a-j-c^P-f-a^-f etc. = £ 

entwickeln, in welcher a, « n etc. ganze Functionen von x vom (n— l)ten 
Grade sind, und welche so beschaffen ist, dafs sie immer gleichzeitig für alle 
n Wertbe von x gültig ist, für welche P einen gegebenen Werth erhält. 
Wenn P verschwindet, welches geschieht, wenn man der Gröfse x die Werthe 

&l) ^2} • • • X m 

giebt, so wird £ respective eine Wurzel der Gleichungen 

9>(*n£) = 0, y(x 2 ,£) — 0, ... <p(x H ,£) = 0. 

Es steht ganz in unserm Belieben zu bestimmen, welcher Wurzel £ jedesmal 
gleich werden soll. Nennt man £ M £ 2 , ... £ n beliebige Wurzeln dieser ver- 
schiedenen Gleichungen, so dafs £* eine beliebige Wurzel der Gleichung 
9(a?f, £) = ist, so kann die gesuchte Entwicklung von £ so bestimmt wer- 
den, dafs sie die Werthe £ M £2, ... £„ erhält, wenn x die Werthe x^ o? 2 , 
... x n annimmt , wobei wieder, wenn die Gleichung q> = in Bezug auf £ 
vom rten Grade ist, v* Combinationen Statt finden können, welche verschie- 
dene Entwicklungen geben, die immer anderen Werthen der algebraischen 
Function entsprechen. Die hier zu findende Entwicklung wird für die der 
Gröfse x x benachbarten Werthe von x die der Gröfse £ t benachbarten Werthe 
von £> für die der Gröfse x 2 benachbarten Werthe von x die der Gröfse £ 2 
benachbarten Werthe von £ u. s. f. darstellen. Man kann dieselbe auf folgende 
Art erhalten. 

Es sei a eine ganze rationale Function von x vom (n— l)ten Grade, 
welche, wenn x die Werthe x l% <r 25 ... x n annimmt, die Werthe £ n £21 ... £« 
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erhält. Substituirt man in q>(x>£) für £ die Function a, so wird die Function 
(p{x } cc), die man erhält, immer durch P theilbar. Denn zufolge der gemachten 
Voraussetzungen verschwinden die Gröfsen: 

9(*n £1)9 9(*2, £2), • • • ?(*"£ii) 
und da a, wenn a? die Werthe x t , ar 2 , ... x n annimmt, gleichzeitig die 
Wert he £ 2 , £ 2 , ... £„ erhält, so verschwindet auch <p(x, a) für alle diese 
Werthe von ar, und ist daher durch: 

(tf — a?i) (* — *«)... (* — *?,,) = P 

theilbar. Man setze jetzt 

£ = «-{-*, 

so verwandelt sich die Gleichung ^(^ J) = in eine andre von der Form: 

^P+J^ + J^-f J,* s -{-etc. = 0, 

in welcher J, J M -4 2 , etc. endliche ganze Functionen von x sind. Wenn 
man die beiden ganzen Functionen K und B k sucht, welche der Gleichung: 

EA X — BJP = 1 

genügen, so erhält diese Gleichung durch Multiplication mit K die Form : 

BP+Cl+BtPjs + ^^+Ä^+eio. = 0. 
Durch Umkehrung erhält man hieraus: 

z = C,P+ C 2 P 2 +^,P 3 + etc., 

wo C\, C 2 etc. ganze rationale Functionen von H, Ä,. B 2 , etc. und daher 
auch ganze rationale Functionen von x sind, worunter ich immer nur solche 
Functionen verstehe, in denen x auf einen endlichen Grad steigt. Man kann 
eine solche Reihe leicht in eine andre 

£ - a = % = DJ>\ 2 P' + 0,P> + etc. 

verwandeln, in welcher D 19 jD 2 etc. von niedererem Grade als P sind. In 
sämmtlichen hier betrachteten ganzen Functionen und auch in den zuletzt er- 
haltenen D t , D 2 etc. sind die constanten Goefficienten rationale Ausdrücke 
der in den Functionen P, y(ar, £) und a enthaltenen Constanten. Die Be- 
stimmung der Function B t setzt voraus, dafs A x oder der Werth von jX für 

£ = a mit P keinen gemeinschaftlichen Factor habe, welche Bedingung darauf 
hinauskommt, dafs, wenn man in der Gleichung y(^,J) = für x die Wur- 
zeln der Gleichung P = setzt, für keinen dieser Werthe von x die Glei- 
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chungen y(a% £) = 0, zwei gleiche Wurzeln £ erhalten. Hat P den Factor 
(x — x^ so mufs nicht blofs a für x = x i den Werth einer Wurzel £ er- 
halten, sondern es müssen auch die ersten fi — 1 Differentialquotienten von a 

d£ d*£ d?-*C 



... 



den diesem Werthe entsprechenden Differentialquotienten , , . t , --- t 

gleich werden, wodurch a in allen Fällen bestimmt wird. 

§. 6. 
Anwendung auf logarithmische Functionen, exponentielle Functionen und Potenzen 

von beliebigem Exponenten. 

Die hier gebrauchte Methode bleibt anwendbar, wenn die als endliche 
ganze Functionen von x eingeführten Ausdrücke solche unendliche Reihen 
sind, welche in der angegebenen Art nach ganzen positiven Potenzen von P 
fortschreiten und ganze rationale Functionen von x zu Coefficienten haben. 
So kann die hier für die Entwicklung einer algebraischen Function gegebene 
Methode auch angewandt werden, wenn die zwischen x und £ gegebene Glei- 
chung die Form 

y-j-9 , i'*4~VaP t 4" etc. in inf. = 

hat, wo <p, q> k etc. ganze rationale Functionen von x und £ sind. Auch für 
diesen Fall werden die Constanten, welche in den gesuchten Entwicklungs- 
coefficienten (n— l)ten Grades enthalten sind, durch die Constanten des ersten 
Entwicklungscoefficienten a rational ausgedrückt werden. Dagegen htfrt im 
Allgemeinen die Anwendbarkeit der im vorigen §. für die Entwicklung alge- 
braischer Functionen gegebenen Methode auf, wenn es sich um die Entwick- 
lung von transcendenten Functionen handelt. Man wird aber in vielen Fällen 
durch ein andres recurrirendes Verfahren aus dem ersten Gliede der Ent- 
wicklung alle Polynome nach einander durch algebraische Operationen ableiten 
können, so dafs auch in diesen wieder die Constanten rationale Functionen 
der in dem ersten enthaltenen werden. 

Um hiervon ein Beispiel zu geben, will ich die Aufgabe stellen, den 
Logarithmus eines gegebenen endlichen oder unendlichen Ausdrucks 

n-f-^P+iiaP'-f a 3 P s -f etc. 

in welchem a, Hj, etc. Polynome niedereren Grades als P sind in eine Ahnliche 
Reihe zu entwickeln. Es sei diese Reihe 

«+cfcP+a*P* + a,JP s -felc. = log(n-f axP+^P'-f i%P 3 -fetc), 
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so erhält man durch Differentiation: 

(!•) «f-f-«;P+ ä # 2 P 2 +^s' ,s + etc. 
-f P' (a t + 2^2 P -f 3* 3 P 2 + etc.) 

= {«+*P+M" + *kP*+etc} 
a r -f«4P+i4P 8 + c4P , + e!o. 
+ P f (a, + 2a 2 P + 3a 3 P 2 + etc. 

wo durch den obern Accenl der nach x genommene Differentialquotient be- 
leichnet wird. Es sei 

(2.) *P' = */+«*** *iP' = ßi\7iP> 
wo b iy ßi die Reste der Division von a t P\ o^P 9 , durch P und c„ y f die 
respectiyen Quotienten bedeuten; es sei ferner 

(30 4+fci+(*+i)*w = V *'+*'+(*+*)Äh««- 

Da die Functionen o, gegeben sind, so sind auch die Functionen e,- gegebene 
Polynome vom (n — l)ten Grade. Durch Substitution der Gleichungen (2.) 
und (30 verwandelt sich die Gleichung (1.) in die folgende: 

(4.) # + «iP+*P , +*P , + «** 
= (fl+a 1 P+a 2 P 2 +i%P 3 + ^0(«+ fi i /> +«2 |>2 + f > Jps + ete.). 
Setzt man 

(5.) <w,-f*i«i-i +*»**-* H Y*i* — Zi+ViP> 

wo & und t]i ganze Functionen vom (*— l)ten und (» — 2)ten Grade sind, 

so giebt die Gleichung (40 zwischen diesen unbekannten Functionen die 

Relation 

(6.) ^ = ife-rf &. 

Ich will jetzt annehmen, dafs die Entwicklungscoefficienten a, a,, ... a { be- 
reits bekannt sind. Man kennt dann auch vermöge (2.), (3.) die Functionen 
e, *„ ... *,_! und vermöge (5.) die Function ^ t . Es ist daher durch die 
vorstehende Gleichung (6.) auch £* gegeben; vermöge (2.) ist auch y { ge- 
geben. Setzt man daher: 

(70 a(«#-f-^/)+«i^-i+ Ä 2««-2+ — + «i« — & = *i# 
so ist auch & t gegeben. Die Gleichungen (80 > (&0 und (7.) geben 

(8.) (•+l)^ w +*i-=qiP 
oder, wenn man den Werth 

ßi+i = «<+iP # — y*+iP 
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substituirt, 

(9.) {(• + l)ay ;+l +i ? ;}P-(i+l)aP'.a /+I = & h 

Setzt man in dieser Gleichung 

(10.) aP' = Q+f. P, (l+1)^i + ft-(Hi)^. = *i + n 
wo (? den Rest der Division von aP f durch P, f den Quotienten dieser Di- 
vision bedeutet, so verwandelt sie sich in die folgende: 

(11.) Ar, +I .P-(i+l)« l+1 .(? = &\. 

In dieser Gleichung sind die ganzen Functionen P, Q y #,- gegeben, die ganzen 
Functionen k i+l und a i+l unbekannt, von denen die letztere der auf die ge- 
gebenen zunächst folgende Entwicklungscoefßcient ist. Um denselben aus der 
Gleichung (11.) zu bestimmen, sucht man ein für allemal nach den bekannten 
Vorschriften die beiden Functionen ÜCund L vom (n-l)teu Grade, für welche 

KP-LQ = 1 

ist. Nach gleichfalls bekannten Regeln wird dann (t-f l)« i+1 der Rest der 
Division von L&; durch P. 

Auf diese Weise kann man aus a nach und nach alle folgenden Coef- 
ficienten a 19 a 2 , etc. finden. 

Als zweites Beispiel soll die Entwicklung einer Function dienen, deren 
Logarithmus gegeben ist. Sind a, a L , etc. gegebene ganze Functionen (n — l)ten 
Grades, und setzt man 

^+a t P+„, P'-f «ic = a _|_ ^ .p_|_ ^ p* ^ elc ^ 

wo a, a x , etc. wieder ganze Functionen (* — l)ten Grades sein sollen, so 
kann man aus a die übrigen Coefficienten a n «j, etc. finden. Man kann 
nfimlich allgemein, wenn a, a x , ... a, gegeben sind, den nächst höheren 
Coefficienten a i+ , folgendermafsen bestimmen. 

Bedient man sich der Bezeichungen (2.) und (3.)* so hat man die 
Gleichung 

(eö+^P+^P^etcOCa+^P-f a 2 P 2 + etc.) = « + € 1 P+.a 2 P 2 + « te - 
Kennt man a, a t , ... a s und also auch e } « n ... f ; _ n so giebt diese Glei- 
chung £* und daher wegen (3.) auch # +1 , wodurch man mittelst (2.) auch 
«i+i erbalten kann. Kennt man nämlich die beiden Functionen M und 2V 
vom (w — l)ten und (n — 2)len Grade, für welche 

MP'-NP = 1, 

so wird a l+t der Rest der Division von Mßi+ t durch P. 

16* 
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Dieselben Betrachtungen lassen sieh auf die Entwicklung einer belie- 
bigen Potenz anwenden, wobei ich der Kflne wegen wieder von den obigen 
Bezeichnungen Gebranch machen will. Für irgend einen Exponenten k sei: 

(« + «fcP+*P , + etc./ = a-fa,P-f « 2 P 2 -f etc., 

so erhält man: 

*(* + # 1 P+^P 1 + etc)(a+a,P+«,P , + eto.) 
= (a4-«iP+^^ 2 + e,c 0(« + «iP+«2P 2 + e te-). 
Kennt man a, « x , ... «,-, so giebt diese Gleichung den Werih von X>\r woraus 
man mittelst (7.) den Werth von # # und dann wieder, wie im ersten Bei- 
spiel mittelst der Function L den Werth von ('+l) a i+i ö ' 8 ^ est der Divi- 
sion von L&i durch P findet. 

» 

7. 
Anwendung auf den Fall einer durch eine Quadratur definirten Function. 

Die im Vorstehenden angewandte. Methode beruht auf der Benutzung 
der Differentialgleichung erster Ordnung, welcher die su entwickelnde Function 
Genüge leistet. Dieselbe Methode kann in allen Fällen angewandt werden, 
in welchen man, bei den gewöhnlichen nach den Potenzen von x fortschrei- 
tenden Reihen durch eine Differentialgleichung, welcher sie genügen, lineare 
Relationen zwischen ihren Coefficienten erholt. Betrachtet man den einfach- 
sten Fall, in welchem eine Reihe von der gegebenen Art zu integriren ist, 
und das Integral wieder auf dieselbe Form gebracht werden soll, so kann 
man jeden Term derselben auf den unmittelbar vorhergehenden zurückführen, 
so dafs man, wenn der erste Term gegeben ist, nach und nach alle übrigen 
finden kann. Der erste Term des gesuchten Integrals mufs aber durch andere 
Betrachtungen gefunden werden. 

Es sei nämlich: 

^^dx^yiai-a.P^^P^'eic^dx^A^A.P^A^^elc. 

Sind wieder x v , j? 2 , ... x tl die Wurzeln der Gleichung P = und ist x {} 
die untere Grflnze, von welcher an das Integral genommen werden soll, so 
ist A als eine Function des (n— l)ten Grades zu bestimmen, welche für 
x = x %9 j? t , ... x n respective die Werthe 

f*f{x)dx, f x ftx)dx, . . . f X *f(x)dx 



Xn x. 



o 



erhält. Es sei B, der Rest der Division von A ( P f durch P und C t der 
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Quotient dieser Division, so dafs 

AP' « Bi+dP. 
Man hat dann 

a £ = •"€?!+ JI+ci + DÄi+i- 

Kennt man daher A t und den Quotienten C§ der Division von AiP' durch P # 
so ist durch die vorstehende Formel auch B M gegeben. Man hat dann auf die 
bekannte Art zwei ganze Functionen J l+1 und C f+1 , respective vom (n — l)ten 
und (m — 2;ten Grade, von der Beschaffenheit zu suchen, dafs 

Man findet diese Functionen mittelst der beiden Hülfsfunctionen M und N 
vom (n— l)ten und (n — 2)ten Grade, welche der Gleichung 

MP'-NP = 1 

genügen, als die Reste der Division von MB i+l durch P und von 2Vß, +i 
durch P\ Es werden daher, wenn man A t und C,- kennt, die Functionen 
J HI und Ci+i respective die Reste der Division 

von Tj-rJH(ai — A , i — iCi) durch P und 



von jljNfa— AI — iCi) durch P\ 



Auf diese Weise kann man aus A nach und nach alle folgenden Coefflcienten 
4, Ai, etc. finden.*) 



•) Ich bemerke bei dieser Gelegenheit, dafs, wenn man das Product zweier den 
(h — l)ten Grad nicht übersteigenden Functionen Fund G durch eine Function wten Grades 

zu dividiren hat, es vorteilhaft sein kann, dem einen Factor die Form 

au geben, in welcher f, /' , . . . /'„_i Constanten bedeuten. Man kann dann nftmlich den 
Rest und den Quotienten der Division unmittelbar hinschreiben. Um die Function F auf 
diese Form zu bringen, bedarf es nur der leichten Auflösung solcher linearer Gleichungen, 
von welcher jede folgende eine Unbekannte weniger enthält. Wenn für mehrere ähnliche 
Operationen, wie im Vorhergehenden, der eine Factor derselbe bleibt, wird der erreichte 
Vortheil noch wesentlich vermehrt. Es sei 

so dafs 

P *= P<*)+x m P m 

und 
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8. 

Modiflcation für den Fall, wo die ganze Function P, nach deren Potenzen entwickelt 
wird, lineare Factoren in höherer als der ersten Potenz enthält. 

Das hier gebrauchte Verfahren roufs für den Fall, dafs P und P 9 
einen gemeinschaftlichen Factor haben, eine wesentliche Modification erleiden. 

Es sei P durch die Factoren x — x^ x — ar 2 , etc. respective ^i, /ij, etc. 
Mal theilbar, so wird 

F= (x—x 1 y^ l (x—x 2 y^ i , ... 

der gemeinschaftliche Factor von P und P r , und setzt man P=F.Q, so 
wird Q durch (r — x x ), (x — x 7 ), etc., aber durch jeden dieser linearen 
Factoren von F nur einmal theilbar. 
Aus der Gleichung 

A § P* - Bi+QP, 
folgt, dafs auch alle Gröfsen B f diesen Factor F haben. Setzt man daher: 

P = F.Q, P' = F.Q k , Ri^F.Di, 
so hat man 

4Qi= Dt+GQ. 

Ist f der Grad von F, so werden Q und Q' t vom (n— f)len und (n— /— i)ten 
Grade; es werden daher A- x und C r als Functionen vom (n— l)ten und 
(n — 2)ten Grade nicht mehr mittelst der vorstehenden Gleichung durch Q, Q t 
und Di bestimmt, sondern, wenn (Afi und (C,) in der vorstehenden Gleichung 
die Functionen vom (n— f— l)ten und (n — f— 5})ten Grade bedeuten, welche 
dieser Gleichung genügen, so kann man zu (A;) und (C ; ) respective die Aus- 
drücke Jl.O und RiQi, wo JB* «rt« beliebige Function yom(f— i)ten Grade 



Ist der andre Factor 

so setze man in ahnlicher Weise 

so dafs 

G (m) +^G m = G. 
Setzt man 

-p- - 0+p-> 
so hat man den Quotienten der Division 

und den Rest 

R - f(GT t - G l PH/ , 1 (6"F i -G 1 F ,r )+ •••f«-*(G ( "-- ,) P,-i-- C^^+A-iRO, 
wie sich unmittelbar aus den vorstehenden Formeln ergiebt. 
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ist, hinzufügen, und 

Ai = (Ad + BtQ, C, = (0 + 11,0! 
setzen. Nach diesen vorausgeschickten Bemerkungen will ich zeigen, wie man 
in dem hier betrachteten Falle aus der Gröfse A { die folgende J t+ i finden kann. 
Die oben gegebene Gleichung 

zeigt, dafs die bereits gefundene Function A 4 so beschaffen sein mufs, dafs 
der Ausdruck a { — iC t — A\ durch F theilbar wird , weil alle Functionen Ä, 
durch F theilbar sind. Setzt man in der vorstehenden Gleichung B i4tl = FD i+l ^ 
so erbfllt man 

(i + i)Di+i=jr{«i-iC i -A' i \. 

Aus Dj +t , Q ond Q % erb Alt man die Functionen (4+t) und (C^,) vom 
(n— f— l)ten und (n— /*— 2)ten Grade, welche der Gleichung 

(4*44)01 = A + 1 + (C +I )<? 

genügen, und aus diesen: 

A w = (J l+1 ) + Ä0; C, +1 = (C l+1 ) + 40, , 
wo R eine noch zu bestimmende Function des (f— l)ten Grades ist. Die 
Bestimmung von Ä erbölt man daraus, dafs der Ausdruck 

*m— (»+i)0-i-^ln 

dnrch F theilbar sein mufe. Setzt man 

•o wird der vorstehende Ausdruck, wenn -r-rsü', 

Ä=6, +1 -0,JR-0Ä'. 

Es kommt daher darauf an, eine Function R vom (f—l)ten Grade so zu bestim- 
men, dafs der Ausdruck H durch eine gegebene Function vom f i9% Grade 

theilbar wird, deren lineare Factor en die Function Q einmal und nickt 
öfter t heilen. 

Soll der Ausdruck H durch (a? — a^)"'- 1 theilbar sein, so mufs der- 
selbe und seine Ui — 2 ersten Differentialquotienten für x=x l verschwinden. 
Aber in jedem Differentialquotienten von H ist der höchste von R in Q raul- 
tiplicirt, welches für x = x t verschwindet, so dafs für x = x L in dem 
0*i — 2)ten Differentialquolienten von H die Differentialquotienten von R 
ebenfalls nur bis zum (/*i — 2)ten steigen. Man erholt daher, indem man H 
nnd seine ^i — 2 ersten Differentialquolienten =0 setzt, nachdem man darin 
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den Werth x = x t substituirt hat, fii—\ Gleichungen, aus denen man suc- 
ceseive die Wert he findet, welche R und seine fii — 2 ersten Differential- 
quotienten für x = x t annehmen. Umgekehrt wird H durch (x — xtf*~ l 
theilbar, wenn man die Werthe von R und seinen ^ — 2 ersten Differential- 
quotienten auf die angegebene Art bestimmt hat. Ebenso erhält man aus der 
Bestimmung, dafs H auch durch (x — x^" 1 theilbar sein soll, die Bestimmung 
der Werthe, welche R und seine /f* — 2 ersten Differentialquotienten für 
x=x t annehmen, und Ähnliches in Bezug auf jeden der linearen Factoren, 
durch deren höhere Potensen P theilbar ist, und deren um 1 niedrigere Po- 
tenzen die Factoren von F bilden. 

Kennt man auf diese Weise sowohl die Werthe, welche R selbst für 
x = x t , x=x 2 , etc. annimmt, als auch die Werthe, welche seine t u k — 3 
ersten Differentialquotienten für x—x^ seine ^ — 2 ersten Differentialquo- 
tienten für x = x 2 , u. s. f. erhalten, so kennt man auch die Zähler der Partial- 
brüche, in welche sich der Bruch 

Jl R 

nach den gewöhnlichen Regeln zerfallen Iflfst, und erhält durch Mnltiplication 
mit F die gesuchte Function R selber« Hat man R gefunden, so ist der 
gesuchte Coefficient A i+l = (A i+l )-\-RQ vollkommen bestimmt. Man kann 
daher auch in dem Falle, dafs das Polynom P gleiche Factoren hat, jeden 
Coefficienten der gesuchten Entwicklung des Integrals aus dem unmittelbar 
vorhergehenden ableiten, und so ans dem ersten A nach und nach die übri- 
gen finden. Die Bestimmung von A ergiebt sich aber daraus, dafs A für 
d? = ari,d?t,etct die Werthe 

f*f{x)dx, f*'f{x)dx, etc. 

erhält, und dafs von der Function 

A — Jadx 

die fi x — 1 ersten Differentialqnotienten fflr x = x x , die ,u? — 1 ersten für 
x = o: 2 , etc. verschwinden. 

Auf ganz ähnliche Art ist das in den im §. 6. behandelten Beispielen an- 
• vM,MI ' ,lc voiraiiioo, am aas dem ersten Entwicklungscoefficienten die folgenden 
abzuleiten, för den Fall, wenn P mehrere gleiche Factoren hat , zu modificiren. 

(Berlin im Juli 1847.) 



•• 
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3. 

Über eine Eigenschaft der quadratischen Formen 

von positiver Determinante. 

(Von Herrn G. Lejeune -Dirichlet.) 

(Vorgetragen in der Sitzung der physikalisch- mathematischen Klasse der Berliner Akademie 

am 16. Juli 1855.)*) 



IIa der neue Satz, welcher den Gegenstand dieser Vorlesung bildet, 
innig mit der Theorie der Gleichung 

(1.) f-Du* = 1 

zusammenhängt, so sind zunächst einige Bemerkungen Ober diese Gleichung 
zu machen, worin die gegebene positive ganze Zahl D keinem Quadrate gleich 
sein soll und von welcher hier nur die in positiven ganzen Zahlen t, u aus- 
gedrückten Auflösungen zu berücksichtigen sind. 

Sind T, U die kleinsten der Gleichung genügenden Werthe, so werden 
bekanntlich sfimmtlicbe Auflösungen von der eben erwähnten Beschaffenheit 
durch die Formel 

erhalten, wenn man der ganzen Zahl n alle positiven Werthe beilegt. Unter 
diesen Auflösungen giebt es unendlich viele, in denen u n durch eine beliebige 
(positive) Zahl $ theilbar ist, und die Exponenten n y für die dieser Umstand 
statt findet, sind die aufeinander folgenden Vielfachen des kleinsten A T der- 
selben. Setzt man nämlich D' = DSP, und bildet die neue Gleichung 

so erbellt, dafs jede Auflösung dieser letzteren, wenn t=t', u — Su' gesetzt 
wird, eine Auflösung von (1 .) ergiebt, in welcher u durch £ aufgebt, und um- 
gekehrt, woraus das Behauptete und überdies folgt, dafs JV durch die Gleichung 

(T-f *7j/Z>)* = T+U'jD' 

bestimmt wird, worin T\ U f die kleinsten Werthe von t', u f bedeuten. 



*) Es ist hier von den Zusätzen Gebrauch gemacht worden, welche der geehrte 
Herr Verfasser der von ihm in den Monatsberichten der Berliner Akademie (Juli 1855} 
eingerückten Notiz bei einer spateren Veröffentlichung derselben im Liouvilleschen Journal 
(Februar 1856) hinzugefügt hat. 
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Man kann 9 ohne T\ U f zu kennen, den Exponenten N angeben, 
sobald fOr jeden der verschiedenen in £ enthaltenen Primfactoren p der kleinste 
Werth y, ffflr den u ¥ durch p aufgeht, und zugleich der Exponent £ der 
höchsten Potenz von p bekannt ist, durch welche i#„ theilbar ist. Es wird 
nämlich, wenn e eine beliebige durch p e (wo « auch Null sein kann) und 
keine höhere Potenz von p theilbare Zahl bedeutet, unter der vorhin gemach- 
ten Voraussetzung p s +* die höchste in n yt aufgehende Potenz von p. 

Um dies zu beweisen, bezeichne man mit und rj zwei ganze Zahlen, 
welche der Gleichung (1.) genfigen, und überdies mit p l (wo k von Null ver- 
schieden) die höchste in r\ enthaltene Potenz von p. Wenn man aus dieser 
Lösung durch die Formel 

eine neue herleitet, so hat man 

und, da nicht durch p theilbar ist, so erbellt, dafs die höchste in ff aufge- 
hende Potenz von p die Arte sein wird, wenn m nicht durch p theilbar ist, 
dagegen die Ar-f-lste, wenn m=sp. Da nun die Erbebung zu irgend einer 
Potenz sich aus den beiden angeführten speciellen Folien zusammensetzen lfifst, 
so ergiebt sich hieraus das oben ausgesprochene Resultat. 

Nach dem eben Bewiesenen besteht die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dafs u ve durch p a , wo a positiv, theilbar sei, darin, dafs e 
den Factor p a ~* haben mufs, wo der Exponent a — d, wenn er negativ wird, 
durch Null zu ersetzen ist. 

Unterscheidet man nun die verschiedenen in $ enthaltenen Primfactoren 
p so wie die ihnen entsprechenden Werthe v, d durch Indices, und setzt 

so ist nach dem Gesagten N das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen 

VlPl , Y%P% > • • • 

und man sieht sogleich, dafs wenn man ohne neue Primzahlen in $ aufzu- 
nehmen, sSmmtliche Exponenten a i9 a 7 , ... Ober jede Grenze hinaus wachsen 
Iflfst, der Quotient -^- bald einen festen von a 19 a 2> ... nicht mehr abhän- 
gigen Werth erreichen wird. 

Aus der eben bewiesenen Eigenschaft ergiebt sich eine interessante 
Folgerung für die Theorie der quadratischen Formen von positiver Determi- 



3. Lejeune-Dirichlct, quadratische Formen positiver Determinante. 129 

nante. Fügt man zu den schon gemachten Voraussetzungen noch die hinzu, 
dafs D keinen quadratischen Faktor enthalt, bezeichnet mit h die Anzahl der 
Klassen, in welche die zu 1 * Determinante D gehörigen Formen zerfallen, und 
nimmt h' in Ähnlicher Bedeutung fOr die Determinante Ö' — DS 1 , so hat man, 
wie in einer früheren Abhandlung (Rech, sur div. applic. sec. pari) bewiesen 
worden ist, die Gleichung 

h , _ A log(T+UVD) ~ B 
\og(T'+UWW) ' 

wo hinsichtlich des Factors R zu bemerken ist, dafs derselbe von den Prim- 
zahlen /? n ^ 2 , ..., nicht aber von den Exponenten a t , a 2 , . .., abhängt. Da 
man dieser Gleichung auch die Form 

geben kann, so folgt, dafs ans jeder positiven Determinante ZI unendlich viele 
andere DS 2 abgeleitet werden können, welchen allen dieselbe Klassenanzahl 
entspricht. Durch schickliche Wahl von D und den Primzahlen p t , p 2 , . . . läfst 
sich bewirken, und zwar auf unendlich viele verschiedene Arten, dafs diese 
unveränderliche Anzahl der Klassen mit der der genera übereinstimmt, und so die 
Richtigkeit der von Gaufs ausgesprochenen Vermuthung beweisen, dafs die 
Reibe der positiven Determinanten, welche in jedem genus nur eine Klasse besitzen, 
nicht abbricht, was um so merkwürdiger ist, als die mit derselben Eigenschaft 
begabten negativen Determinanten nur in endlicher Anzahl zu sein scheinen 
(Disq. arith. art, 303 und 304). Nach einer sehr weit getriebenen Indnction 
(sie erstreckt sich, wenn ich nicht irre, bis 10000), welche zuerst von Euler 
und später von Gaufs angestellt wurde, deren ersterer zu einer Zeit, wo die 
von Laßrange gegründete Theorie der quadratischen Formen noch nicht bei- 
stand, sich mit diesen Zahlen unter dem Namen der numeri idonei beschäf- 
tigte, d. h. der zur Auffindung grofser Primzahlen geeigneten Zahlen, würde 
die Anzahl der in Rede stehenden negativen Determinanten nicht mehr als 65 
betragen, und die gröfste derselben würde, abgesehen vom Vorzeichen, den 
Werth 1848 haben. 
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4. 

Sur an thäoräme reiatif aux säries« *) 

(Par M. 6. Lcjeune-Diricklet.) 



lie tböoreme que je vais ötablir d'une maniere nouvelle est le m£me 
qui m'a servi comme lemme dans plusieurs Memoire* precödents. La demon- 
stration que j'en ai donnöe dans le premier de ces M6moires **) suppose une 
certaine condition qui, bien quelle se troove remplie dans la plupart des appli- 
cations qu'on peut faire da lemme, n'est pas indispensable, comme j'en ai deja fait 
la remarqae ailleurs, et comme on pourra an reste le voir dans ce qui va suivre. 

Je commence par an cas particalier tres-simple et qai consiste en ce qae, a 
et * designant des constantes positives et ? une variable egalement positive, on a 

lim? 



*=u 



la limite se rapportant au d£croissement indifini de (>. Ponr demontrer ce 
cas particalier, considirons l'integrale 

comme Faire d'one courbe ayant x pour absdsse ; cette coarbe se rapprocbant 
de plus en plus de Taxe des x, si Ton mene des paralleles & cet axe par 
les exlr^mites des ordonnies qui röpondent a x = b, b-\-a, etc., on aura 
des rectangles extörieurs et intörieurs a notre aire, et Ton conclara sur le 
champ que la somme dont il s'agit d'avoir la limite, se tronve comprise entre 
les deux quantitös 



JL-L-JL t -L 



dont la limite commune est — • 



Pour passer maintenant au tböor&me general, soient 

des constantes positives rangees par ordre de grandeur croissante, de sorte 
que k n <^ k n ^ % , et supposons que ces constantes soient telles, qu'en designant 



*) Journal de M. LiouviUe. Aan4e 1856. 
**) Tome XIX de ce Journal 
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par / nne variable continne et positive, et par T le nombre des termes de 
notre suite qui ne surpassent pas t, le rapport 

T 

t 

converge vers la litnite finie a lorsqoe t crott indöfiniment. Cela suppos£, je 
dis que cette mdme quantite o sera aussi la limite de la somme 

1 



ponr une valeur infiniment petita de ?. 

D'apres la condition supposee, on peut, d d&ignant an nombre aussi 
petit que Ton voudra, cboisir un terme de la Serie dont la valeur r soit assez 
grande ponr que, / etant f>*, on ait constamment 

Cela fait, soit N la valeur de T qui repond a t = r, et ne considerons 
d'abord que les termes de notre serie ayant un indice nZ>N* Un pareil 
terme k n peut presenter deux cas, selon que Ton aura k n < k nVl ou k n = k n+l . 
Dans le premier cas, la valeur de T qui repond ä t = k n sera n, et Ton aura 

Dans le second cas, soit, parmi les termes qui snivent k n , k m , le dernier qui 
soit encore egal a k n ; soit de plus, parmi les termes pr£c6dents, k m le premier 
dont la valeur soit inferieure ä celle de k n . Si maintenant nous faisons crottre t 
a partir de / = Ä m> Trestera invariablement 6gal am, tant que t n'atteindra 

HP WWk. 

pas la valeur k m ,, et notre rapport — approcbant ainsi indefiniment de r—> 

en m6me temps qu'il reste toujours superieur k a — d, nous aurons 

m 






mf 



Mais comme par le premier cas nous avons aussi -r— <C«-j ^> et en outre 
m<n<»i , > k n *=k m ,, nous concluons, comme precedemment, 

a — (T<t-< a-f(T. 
Cette double inegalitö etant mise sous la forme 
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si nous sommons depuis n = N-\- 1 jusqu'a n = oc, il yiendra 

Or l'expression qJS-^ rentrant dans le cas partieulier examine plus baut, 

en supposant ft = iV-{-li «=1, et ayant par suite l'unite pour limite, on 
voit que la partie de notre somme (1.), qui s'etend depuis » = 2V-f i jusqu'a 
» = oo, finira par rester comprise entre a — * et a-\~e, le nombre s elant 
taut soit peu superieur a <f et par consequent, comme ce dernier, d'une peti- 
tesse arbiträre, et comme en mime temps la prämiere partie qui n'a qu'un 
nombre fini JV de termes, converge evidemment vers zero, il s'ensuit que la 
limite de l'expression (1.) est en effet a/ C. Q. F. D. 
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5. 
Über die Flachen dritten Grades« 

(Von Herrn J. Steiner.) 



(Vorgetragen in der Gesammtsitzong der Berliner Akademie am 3 Uten Januar 1856.) 



JLfie höheren algebraischen Flächen sind rücksichtlich ihrer charakte- 
ristischen geometrischen Eigenschaften noch wenig erforscht. Ans den lang- 
jährigen Untersuchungen Ober diesen Gegenstand wird ein Theil derjenigen 
Resultate mitgetheilt, die sich auf die Flachen dritten Grades beziehen. Es 
ist daraus zu sehen, dafs diese Flächen fortan fast eben so leicht und ein« 
Ififslich zu behandeln sind, als bisher die Flächen zweiten Grades. Von den 
schönen Eigenschaften der ersteren mögen hier, in gedrängter Kürze, nach- 
stehende angefahrt werden. 

Zuerst werden mehrere verschiedene Erzeugungsarten der Flächen 
dritten Grades gezeigt, aus welchen die wesentlichsten Eigenschaften dieser 
FlSchen unmittelbar hervortreten, und wovon folgende die beachtenswer- 
testen sind. 

I. Durch die 9 Geraden, g, in welchen die Flächen zweier be- 
liebigen gegebenen Trieder einander gegenseitig schneiden und durch 
irgend einen gegebenen Punct, P, ist eine Fläche drillen Grades, f*, be- 
stimmt. Nämlich jede durch den Punct gelegte Ebene schneidet die 9 Ge- 
raden in 9 Puncten, welche mit jenem zusammen irgend eine Curve dritten 
Grades bestimmen, und der Ort aller dieser Curven ist die genannte Fläche. — 
Unter den 9 Geraden g giebt es sechsmal drei solche, welche einander nicht 
schneiden, und welche also ein Hyperboloid bestimmen; jedes dieser 6 Hyper- 
boloide schneidet die Fläche f* noch in drei neuen Geraden, so dafs also 
dieselbe 27 Gerade enthält. Rücksichtlich der zwei Schaaren Gerade, die 
jedes Hyperboloid enthält, gehören die je drei bestimmenden Geraden zur 
einen und die drei neuen Geraden zur andern Schaar, diese drei schneiden 
also jene, aber einander nicht. 

IL Werdenein gegebener Flächenbüschel zweiten Grades, B{f*) % 
und ein gegebener Ebenenbüschel B(E)^ projectivisch auf einander be- 
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zogen, so erzeugen sie irgend eine Fläche dritten Grades, f*, welche durch 
die Grundcurve, R A , *) des ersten, so wie durch die Axe, g, des andern 
Büschels geht; d. h. alle Kegelschnitte, C 7 , in welchen die einzelnen Flächen 
zweiten Grades, f 1 , von den ihnen entsprechenden Ebenen, E, geschnitten 
werden, **) liegen in einer Fläche dritten Grades. Dabei giebt es fünf Ebe- 
nen E, welche die ihnen entsprechenden Flächen f 2 berühren, so dafs 
der zugehörige Kegelschnitt C* in zwei Gerade, g, zerfällt, u. s. w. 

III. Ist ein Flächenbüschel zweiten Grades, B (/*), gegeben, so ist 
die Pampolare jedes beliebigen Pols, P, in Bezug auf denselben irgend 
ein e Flähe drillen Grades f 3 , welche stets durch die Grpndcurve R 4 des 
Büschels und auch durch den Pol geht. Das heifst, der aas dem Pol P 
jeder Fläche, f 2 , des gegebenen Büschels umschriebene Kegel berührt sie 
längs eines Kegelschnitts C 2 und alle diese Kegelschnitte liegen in einer Fläche 
dritten Grades /*'; die Ebenen der Kegelschnitte, als Polarebenen des Pols in 
Bezug anf die respecliven Flächen des Büschels, gehen sämratlich durch eine 
bestimmte Gerade, g, welche auch in der Fläche f* liegt. Der gegebene 
Flächenböschel enthält insbesondere vier Kegel, wie Poncelet zuerst gezeigt 
hat, für jeden derselben zerfällt der genannte Kegelschnitt C 7 in zwei Ge- 
rade, ^i, die sich im Scheitel des Kegels kreuzen und mit jener Geraden g 
ein Dreieck bilden; auch bei derjenigen Fläche des Büschels, welche durch 
den Pol P geht und daher daselbst von ihrer Polarebene berührt wird, zer- 
fällt der Kegelschnitt C 2 in zwei Gerade, y 2 , die sich im Pol kreuzen und 
gleichfalls mit jener Geraden g ein Dreieck bilden; dies sind zusammen bereits 
11 in der Fläche p liegende Gerade. Durch jede der beiden zuletzt ge- 
nannten Geraden g 2 lassen sich vier solche Ebenen legen, welche die Grund- 
curve ü 4 des Büschels berühren, und jede dieser Ebenen schneidet die Fläche f z 
in zwei neuen Geraden, die sich im Berührungspunct (der Ebene mit der 
Curve) kreuzen, was mit jenen zusammen 27 in der Fläche f* liegende Ge- 
rade ausmacht. 



*) Das heifst, die Raumcurve 4ten Grades, die der gemeinsame Schnitt aller Flächen 
des B(f % ) ist. 

**) Die projectiviscbe Beziehung der gegebenen Büschel geschieht unter anderem 
dadurch, dafs man in irgend einem Puncte P der Curve R l an alle Glieder des Flächen- 
büschels B(f % ) Berührungsebenen E x legt, die einen Ebenenbüschel B(R i ) bilden, diesen 
sodann mit dem gegebenen Ebenenbüschel B(E), durch willkürliche Annahme von drei 
Paar sich entsprechender Ebenen, E und 2? t , projectivisch bezieht und nachher an Stelle 
jeder Ebene £, diejenige Fläche f* nimmt, welche sie berührt. 
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IV. Sind irgend drei Flächen zweiten Grads gegeben , so schnei- 
den eich die drei Polarebenen jedes Pols P in Bezug auf dieselben , im 
Allgemeinen, in je einem andern Puncte P t ; bewegt sich der Pol P in 
einer beliebigen gegebenen Ebene, so beschreibt der Puncl P t irgend eine 
Fläche dritten Grads. Oder : Denkt man sich alle Flächen zweiten Grads, 
welche durch beliebig gegebene sieben Puncte gehen, so liegen die irgend 
einer gegebenen Ebene in Bezug auf dieselben entsprechenden Pole summt- 
lieh in einer Fläche dritten Grads. Die vielen weitem interessanten Um- 
stände, welche dabei noch stattfinden, riifissen hier fibergangen werden. 

Aus diesen Entstehungsarten — und weiterhin durch Hfllfe einiger 
PolariMts-Sfitze — ergeben sich nachstehende merkwürdige Haupteigenschaf- 
ten der Flächen dritten Grads. 

„Eine allgemeine Fläche dritten Grads f* enthält 27 gerade Li- 
nien g (reelle oder imaginäre'); jede derselben wird von 10 der übrigen 
geschnitten, und zwar von fünf Paaren die einander selbst schneiden, 
so dafs sie mit jener fünf Dreiecke bilden. Alle 27 Geraden g schnei- 
den sonach einander zu zweien in 135 Parteien J und bilden im Ganzen 
46 Dreiecke A. Die fünf Paar Schnittpuncte , d, in jeder Geraden, g, 
gehßren zu einem Involutions - Punclensystem ; ist dasselbe hyperbolisch, 
so enthält es zwei Asymptotenpuncte (DoppelpuncteJ n. Die Seiten jedes 
Dreiecks A enthalten entweder 1° alle drei hyperbolisches, oder 2° nur 
eine hyperbolisches und zwei elliptisches Puncten- System. Oder um- 
fassender: 

Es giebt 27 verschiedene Systeme von solchen Ebenen, E, welche 
die Fläche f* in Kegelschnitten, C 2 , schneiden, und zwar bestehen die- 
selben aus 27 Ebenenbüscheln, B(E), welche die 27 Geraden g respec- 
tive zu Axen haben; und umgekehrt, jede Ebene, welche die Fläche f* 
tu einem Kegelschnitte schneidet, schneidet dieselbe nolhwendig noch in 
einer der 27 Geraden und gehört zu einem der Ebenenbüschel. Die 
Schaar Kegelschnitte, C 2 , die den Ebenen eines und desselben Ebenen- 
büschels angehören, schneiden dessen Axe, g, in dem genannten Puncten- 
System; jede Ebene ist als eine die Fläche f* doppelt berührende anzu- 
sehen, und die Schnitte ihres Kegelschnitts mit der Axe als die Berüh- 
rungspunete; unter den Kegelschnitten giebt es insbesondere zwei, C£, 
welche die Axe berühren, und zwar in den genannten Asymplotenpunc- 
ten n; ferner giebt es fünf Kegelschnitte, die in je zwei Gerade g zer- 
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fallen, so dafs die zugehörige Ebene die Fläche p in drei Funden 
berührt, nämlich in den Ecken dee in ihr liegenden Dreiecke A. Die 
Ebenen der 45 Dreiecke A sind die einsigen , welche die Fläche f* in drei 
Pnncten berühren. 

Es giebt ferner 46 Systeme von solchen Flächen zweiten Grade, f 2 , 
welche die Fläche dritten Grads /* tu je drei Kegelschnitten C 2 schnei- 
den; jedem Dreieck A entspricht ein solches System, nämlich jede drei 
Ebenen, die •beziehlieh durch dessen drei Seiten gehen, enthalten drei 
solche Kegelschnitte C 2 , durch welche allemal irgend eine Fläche zweiten 
Grads geht} und umgekehrt: Hat eine Fläche zweiten Grads f 2 mit der 
Fläche dritten Grads f* irgend drei Kegelschnitte gemein, so gehen die 
Ebenen derselben jedesmal durch die drei Seiten eines der 45 Dreiecke A; 
oder geht eine Fläche f 2 durch zwei in der Fläche f* liegende Kegel- 
schnitte, so schneiden sich beide Flächen allemal noch in irgend einem 
dritten Kegelschnitt und die Ebenen der drei Kegelschnitte gehen durch 
die drei Seilen eines und desselben Dreiecks A. Die Seiten jedes Dreiecks A 
werden von den vorgenannten besondern Kegelschnitten C£ in ihren Asympto- 
ten-Puncten n berührt; die drei Paar oder sechs Asymptoten- Puncle liegen 
zu drei und drei in der Geraden, l, und durch die je drei zugehörigen 
Kegelschnitte C 2 geht ein Kegel zweiten Grads, /£, welcher die Ebene 
des Dreiecks länge der zugehörigen Geraden l berührt, und die Scheitel 
aller vier Kegel liegen in einer Geraden. Aufserdem enthalt das dem Dreieck 
entsprechende Flfichensystem zweiten Grads, f 2 , noch unendlich viele Kegel; 
ihre Scheitel liegen sämmllich in einer Fläche eierten Grads. 

Die drei Kegelschnitte C 2 , durch welche je eine Fläche zweiten Grads f 2 
geht, können insbesondere auch aus drei Paar Geraden g bestehen, wobei 
dann die Fläche ein einfaches Hyperboloid, h 2 , ist. Nimmt man von den 
27 Geraden g irgend drei, welche einander nicht schneiden, so bestimmen 
sie ein solches Hyperboloid, denn dasselbe schneidet die Fläche f 3 allemal 
noch in drei andern Geradeng, welche jene drei treffen, aber einander 
nicht „Es giebt im Ganzen 360 solche Hyperboloide h 2 ; jedes der 46 £y- 
sleme Flächen zweiten Grads enthält 48 derselben, und jedes Hyper- 
boloid kommt in 8 verschiedenen Systemen vor." 

Wählt man von den 45 Dreiecken A zwei solche, welche keine 
Gerade g gemein haben, deren Ebenen sich also in einer andern Geraden, 
etwa k, schneiden, die ihre Kante keifst, so treffen sieb die Seiten beider 
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Dreiecke paarweise auf dieser Kante, in drei Pnncten 6. Bezeichnet man 
die Dreiecke durch A und B, ihre Seiten (die Gerade g sind) beziehlicb 
durch a, 19 o* and b, 6 19 6 2 , so schneiden sich etwa die Paare a und b, 
a x and b t , a* und b 2 auf der Kante k, und sodann sind diese Paare Seiten 
von drei andern Dreiecken A: abc, OxbiC n a 1 b 2 c 2 oder ' A t , B t , C\, deren 
dritte Seiten c, c t , Cj, fflr sich, die Seiten eines sechsten Dreiecks A oder C 
sind. Die Ebenen der Dreiecke A, B, C bilden ein Trieder, T, auf dessen 
drei Kanten k ihre Seiten einander paarweise schneiden, und ebenso bilden 
die Ebenen der Dreiecke A^ B u C x ein Trieder, 1\, auf dessen Kanten 
ihre Seiten einander treffen; jene Dreiecke, wie diese, haben die nämlichen 
9 Geraden g, oder aa L a 7 bb l b 2 cc l c 2 zu Seiten, und die Flächen beider Trieder 
achneiden einander gegenseitig in denselben (wie oben I.)« Zwei solche 
Trieder heifsen conjugirte Trieder. 

„Die Ebenen der 46 Dreiecke A bilden auf diese Weise im Gan- 
zen 240 Trieder, oder 120 Paare conjugirte Trieder T und T lt " Diese 
Paare ordnen sich zu drei and drei in 40 Gruppen *, wovon jede Gruppe alle 
27 Geraden g enthält. 

„Jedes Dreieck A kommt in 16 verschiedenen Triedern cor, so 
dafit also 16 Trieder- Scheitel in seine Ebene fallen; diese 16 Scheitel 
Hegen allemal in einer Curve eierten Grads, welche die Seilen des Drei- 
ecks zu Doppeltangenten hall, und zwar dieselben in ihren Asgmploten- 
puneten n berührt" 

Die 240 Trieder haben zusammen 720 verschiedene Kanten k; also He- 
gen die 186 Schrftlpuncte d der 27 Geraden g zu drei und drei in 720 
Geraden k, welche sich zu drei und drei in 240 neuen Puneten T (Schei- 
teln der Trieder) treffen. Durch jeden Schnittponct cT geben je 16 Gerade 
k, wovon jede noch durch zwei andere Schnittpuncte, etwa d x und d 2 (statt cf), 
gebt; nimmt man in jeder derselben einen vierten Punct, X, so, dafs cTJj ld 2 
harmonisch sind, so liegen die 16 Puncte k zweimal zu vier und vier in 
vier Geraden, und diese 8 Geraden summt den zwei Geraden g, deren 
Schnitt jener erste Punct 3 ist, liegen in einem Hyperboloid. 

Wird durch irgend einen in der Fläche f l liegenden Kegelschnitt C 2 
eine beliebige Fläche zweiten Grads, f 2 , gelegt, so schneidet sie jene Fläche, 
im Allgemeinen, noch in einer Raumcurce vierten Grads, R A , durch welche 
allemal unzählige andere Flächen zweiten Grads gehen, oder ein Fldchen- 
büschel zweiten Grads geht; unter diesen Flächen befinden sich 5 solche, 

18* 
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welche die gegebene Flüche f* in je einem Puncto berühren, und die 
Berührungsebenen in diesen fünf Puncten sammt der Ebene jenes Kegel- 
schnitts C 2 gehen durch eine und dieselbe Gerade g; zudem enthält jede 
der & Berührungsebenen noch zwei andere Gerade g , die sich im Be- 
rührungspunct kreuzen, so dafs also jede ein Dreieck A enthält. — Legt 
man durch irgend zwei einander nicht schneidende Gerade g ein beliebiges 
Hyperboloid, so schneidet dasselbe die Fläche f* aufserdem noch in einer 
solchen Raumcurve vierten Grads, ü/, durch welche keine andere Fläche 
zweiten Grads gehl; diese Curve ist also wesentlich verschieden von der 
vorigen Ä 4 , welche als der Schnitt irgend zweier Flächen zweiten Grads an- 
zusehen ist, und welche man bisher für die einzige Raumcurve vierten 
Grades hielt. Die beiden Curven unterscheiden sich namentlich noch in fol- 
genden Eigenschaften. „Die Tangentenfläche der Curve R? (d. h. die 
Fläche, in welcher alle ihre Tangenten liegen] ist vom & tn Grad und 
von der 6? €n Klasse} wogegen die Tangentenfläche der Curve R* vom 
8"" Grad und von der W n Klasse ist." Ferner: »Von den zwei Schaa- 
ren Gerade, welche in dem durch die Curve Rf gehenden einzigen Hy- 
perboloid liegen, schneidet jede Gerade der einen Schaar die Curve in 
drei und jede Gerade der andern Schaar nur in einem Puncl; wo- 
gegen bei jedem Hyperboloid, welches durch die Curve R A geht, jede Ge- 
rade aus der einen oder andern Schaar dieselbe in zwei Puncten trifft." 

„Somit giebt es zwei wesentlich verschiedene Arten von Raum- 
curven vierten Grads, R* und JR 4 ." 

Wird der gegebenen Fläche dritten Grads, f, aus irgend einem Puncto 
oder Pol P ein Kegel umschrieben, so ist derselbe vom 6 ten Grad und berührt 
die Fläche längs einer Raumcurve 6 ten Grads, durch die jedesmal irgend eine 
Fläche zweiten Grads, f 1 , gebt, welche die erste Polare des Pols P in Bezug 
auf die gegebene Fläche /* heifst. Es giebt unendlich viele solche besondere 
Pole, deren erste Polare je ein Kegel zweiten Grades, /£, ist, und es findet 
das Gesetz statt: „dafs wenn P x der Scheitel dieses Kegels ist, dann auch 
seine erste Polare gleichfalls ein Kegel ist, und dafs der Scheitel des- 
selben in jenem ersten Pol P liegt.' 9 Solche zwei Puncto P und P, heifsen 
reciproke Pole in Bezug auf die Fläche /*. 

„Der gemeinsame Ort aller reciproken Pole ist eine bestimmte 
Fläche vierten Grads, P\" welche die Kernfläche der gegebenen Fläche 
dritten Grads f* genannt wird. 
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„Die Kernfläehe P* geht namentlich auch durch die Scheitel der 
obigen 240 Trieder, und zwar sind die Scheitel jedes der 120 Paar 
conjugirten Trieder T und 1\ auch ein Paar reciproke Pole." Dabei 
findet noch der nähere Umstand statt, dafs der Polarkegel f* des Scheitels T 
dem conjugirten Trieder T t umschrieben ist, d. h. durch dessen drei 
Kanten k geht, und ebenso auch umgekehrt. 

„Ferner sind auch die zwei Asgmptotenpuncte n in jeder der 
27 Geraden g ein Paar reciproke Pole P und P n und zwar wird die 
Gerade in denselben von der Kernfläche P 4 berührt" — 

„Eis giebl im Ganzen 10 solche spezielle Pole P, oder J? , deren 
Polarkegel fä in zwei Ebenen, F und JP 19 zerfällt, (so dafs auch der 
aus dem Pol der Fläche f* umschriebene Kegel in zwei Kegel dritten 
Grade und ebenso die Berührungecurve in zwei ebene Curven dritten 
Grade zerfällt); dabei ist dann der reciproke Pol, P k , nicht mehr absolut 
bestimmt, sondern er liegt längs der Schnittlinie oder Kante, p t , der 
beiden Ebenen überall, eo dafe für jeden in dieser Kante liegenden 
Punct P t die erste Polare ein Kegel ft ist, und dafs die Scheitel aller 
Seeer Kegel in jenem Pol P vereinigt eind" „Den 10 Polen P ent- 
sprechen demnach 10 reciproke Grade />,." „Die 10 Pole sind Knoten- 
puncte der Kernfläche P 4 und die 10 Geraden liegen ganz in derselben." 
Die gegenseitige Lage dieser Pole und Geraden ist der Art, dafs in jeder 
Kante p k je drei der 10 Pole liegen, und dafs auch durch jeden Pol P t) 
je drei der 10 Kanten gehen. Oder genauer: „Die 10 Pole P Q und die 
10 Geraden p k eind die Ecken und Kanten eines vollständigen Pentaeders, 
d.h. es giebl 5 bestimmte Ebenen, E , die eich paarweise in den 10 Gera- 
den und zu je drei in den 10 Polen schneiden, und wobei die Schnitt- 
linie je zweier Ebenen und der Schnittpunct der jedesmaligen drei andern 
redprok sind.' 9 Die Kernfläehe P* wird hiernach von jeder der 5 Ebenen 
E in je vier Geraden p t geschnitten. Die durch jede Kante p t gehen- 
den, vorgenannten zwei Ebenen F und F t sind zu den zugehörigen zwei 
Ebenen E {) zugeordnet harmonisch. Die zehn Ebenenpaare F und F t haben 
auch noch interessante gegenseitige Besiehungen unter sich. 

Es giebt nun ferner auch noch solche Pole P, deren Polarkegel f* 
insbesondere Cylinder sind. „Der Ort dieser Pole ist eine auf der Kern- 
fläche liegende Baumcurve 6ten Grads, B?, welche durch die 10 Knoten- 
punete P derselben geht' 9 (da deren Polaren, F und F x , auch als Cylinder 
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anzusehen sind). „Die Axe, a, jedes Cg linders schneidet die Curve R 6 
in drei Puncten, und durch jeden Puncl der Curve gehen je drei Axen" 
Der gemeinschaftliche Ort aller Cgiinder - Axen a ist eine (geradlinige) 
Fläche 8ten Grads, aP, welche die Curve R? zur dreifachen Linie hat, 
und in welcher namentlich auch die 10 Kanten p x des vorgenannten 
Pentaeders liegen" Mehrere merkwürdige Eigenschaften dieser Fläche kön- 
nen hier nicht entwickelt werden. 

Die Kernfläche P* schneidet die gegebene Fläche f* längs einer Raum- 
curve 12ten Grads, ü", welche für die letztere Fläche sehr charakteristisch 
ist. Zunächst geht diese Curve durch die 54 Asgmptotenpuncte n der 
27 Geraden g und berührt sie in denselben, so dafs sie also jede Gerade 
zur Doppeltangente hat. 

„Sodattn scheidet die Curve R n auf der Fläche f* diejenigen 
Regionen von einander ab, wo das Krümmungsmafs positiv und wo das- 
selbe negativ ist} längs der Curve selbst ist dasselbe Null" 

Ferner ist die Curve R n der Ort aller derjenigen Puncte auf der 
Fläche f 1 , in welchen die zugehörige Berührungsebene die Fläche mit 
Rückkehrpunct schneidet, d. h. 4n einer solchen Curve dritten Grads C* 
schneidet, welche dhi Punct zum Rückkehrpunct hat, so dafs also die 
Rückkehrtangente, t, der Curve C 5 die Fläche f* im selben Puncte oscu- 
lirt oder dreipunetig berührt. 

„Der Ort alter dieser Rückkehrtangenten t ist eine abwickelbare 
Fläche aOsten Grads, l 30 , welche die Fläche f* längs der Curve R a 
osculirt und die 97 Geraden g zu Doppellinien hat, so dafs also die 
Schnittcurve beider Flächen, f° und f 3 , die vom 9 Osten Grad sein mufs, 
aus der dreifachen Curve R n und aus den doppelt zu zählenden 27 Ge- 
raden g besteht" U. s. w. 

Eine beliebige Ebene, E, schneidet die gegebene Fläche f* in einer 
Curve dritten Grads; die der Fläche längs dieser Curve umschriebene* ab- 
wickelbare Fläche, <f>, ist vom 12ten Grad und von der 6ten Klasse, 
und ihre Rückkehrlinie (arrHe de rebroussement) ist vom 18ten Grad. 
Die zweite Polare irgend eines Pols P in Bezug auf die gegebene Fläche f* 
ist eine Ebene , etwa e. „Bewegt sich der Pol P in jener festen Ebene 
E, so ist die Enveloppe seiner Polarebene e eine Fläche dritten Grade 
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4? und nur vierter Klasse*), welche vier Knotenpuncte , Q , hat, und 
jener abwickelbaren Fläche 4> eingeschrieben ist; auch ist die Fläche £ 
allemal der Kern/lache P* eingeschrieben und berührt dieselbe längs einer 
Raumcurve ßten Grads H 6 , m welcher namentlich auch die 4 Knoten- 
puncte Q sich befinden, so dafs also letztere jedesmal in der Kernfläche 
/* liegen.' 9 Die Fläche e 3 heifst die zweite Polare der Ebene E in Bezug 
auf die gegebene Fläche f\ Dieselbe hat (vor andern Flächen gleichen Gra- 
des) die merkwürdige besondere Eigenschaft: dafs der aus irgend einem in 
ihr liegenden Puncte ihr umschriebene Kegel (der für andere Puncte 
vom ßten Grad ist) in zwei Kegel zweiten Grads und in die zugehörige 
Berührungsebene zerfällt} letztere berührt beide Kegel, und diese gehen 
stets beide durch die vier Knotenpuncte Q . Versetzt man die Ebene E 
ins Unendliche, so ist ihre zweite Polare a 3 die Enveloppe aller Durchs 
messer-Ebenen der gegebenen Fläche f*; dieselbe behält alle angegebenen 
Eigenschaften, sie ist den Flächen P* und <P eingeschrieben, etc., die 
letztere, <&, ist in diesem Falle eine Art asymptotischer Fläche der gegebenen 
Fläche /*. 

Bewegt sich der Pol P in irgend einer festen Geraden D, so ist die 
Enveloppe seiner Polarebene e ein Kegel zweiten Grads, etwa <P, welcher 
die zweite Polare der Geraden D in Bezug auf die gegebene Fliehe f* heifst. 

„Es giebl im Ganzen 100 solche besondere Gerade D, deren 
zweite Polare sich auf eine Gerade d redudrt, d. h. wobei jener Kegel 
d 2 sich auf seine Axe d reducirt, so dafs edle Polarebenen e einen 
Bfischel um dieselbe bilden" Den 100 Geraden D entsprechen jedoch zu- 
sammen nur 25 Gerade d, indem jede der letztern je vier von jenen ent- 
spricht. Die 25 Geraden d bestehen aus den 10 Kanten p L des obigen 
Pentaeders und aus den 15 Diagonalen desselben. 



*) Eine allgemeine Fläche dritten Grads ist von der zwölften Klasse; im obigen 
Fall wird die Klasse durch jeden Knotenpunct um 2 erniedrigt, eben so, wie nach Pon- 
celeVs Satz, bei den ebenen Curven die Klasse durch jeden Doppelpunct um 2 verrin- 
gert wird. 
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6. 

Über die den Gaufsischen Perioden der Kreisthei* 
lung entsprechenden CongruenzwurzeliL 

(Von Herrn JE. JE, Kummer, Professor in Berlin.) 



Die Theorie der idealen Primfactoren derjenigen complexen Zahlen, 
welche als einzige Irrationalitäten die Wurzeln der Gleichung a = J enthal- 
ten, wo X eine ungerade Primzahl ist, beruht hauptsächlich darauf, dafs allen 
Perioden, welche aus den Würzein der Gleichung 

c^ + «" + o«+.... + i*.f a+1 = 

gebildet werden können, gewisse ganze Zahlen entsprechen, welche aus den 
die Perioden bestimmenden Gleichungen hervorgehen, wenn man dieselben 
als Congruenzen fOr bestimmte Moduln betrachtet. Ist e ein Theiler von l — 1, 
e.f—% — 1, und y eine primitive Wurzel für den Modul k, so giebt der 
Ausdruck : 

ftr k = 0, 1, 2, . . . . e— 1 , die # Perioden von je f Gliedern. Diese sind 
die Wurzeln einer Gleichung des 4" Grades mit ganzzahligen Coefflcienten 

(1.) y+J iy -*+ J 2 y^+..-. + J e = 

und aufrerdem besteht für dieselben ein System von e 2 Gleichungen von der Form 

k k k k k 

für r = 0, 1, 2, . . . e— 1 und k = 0, 1, 2, . . . e — 1 , auf welchen die Rech- 
nung mit den Perioden beruht Wenn nun q eine Primzahl ist, deren f** Potenz 
congruent Eins ist, fflr den Modul A, fflr welche also 

/es 1, mod.A, 
so hat die Congraenz: 

(3.) y*+^iy*- 1 +J t y- t + .-..+J t sO f mod. q, 
stets die e realen Congrnenzwurzeln 

y = u, Ui) *u • • • • •**-!* 
welche jedoch aoofa zum Theil einander gleich sein können. Dieses habe ich 
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zuerst In der Abhandlang „Über die Divisoren gewisser Formen n. 8. w" 

Bd. 30, pag. 107 dieses Journals streng bewiesen. In der Abhandlung „Über 

Zerlegung der ans Wurzeln der Einheit gebildeten complexen Zahlen in 

Primfactoren" Bd. 35, pag. 32? habe ich sodann gezeigt, dafs dieselben 

Congruenz wurzeln n # ti 19 ti 29 .... tf € _i auch dem Systeme der e* Congruenzen 

tili i 

(4.) u r «r+* s f*f-\-m* r -\'m l u r + l +m 2 v r + 2 + »--m e _ l * r _ l ) mod.?, 

für d? = 0, 1,2, ... * — 1, Ar = 0, 1,2, .. . *— 1, genflgen, wenn sie in ge- 
höriger, cyklisch vollständig bestimmter Ordnung genommen werden, und dafs 
ganz allgemein jede rationale Gleichung unter den Perioden, als Congruenz 
für den Modul q befriedigt wird, wenn anstatt der Perioden die entsprechen- 
den Congruenzwurzeln eingesetzt werden. Dieser wichtige Pnnct scheint mir 
noch einer nlheren Aufklärung und vollständigeren Begründung zu bedürfen, 
welche ich hier mit Hülfe einer sehr einfachen, auch für allgemeinere com- 
plexe Zahlen anwendbaren Methode, ausfuhren will. 

Ich gehe zu diesem Zwecke wieder von der auch in meinen froheren 
Untersuchungen benutzten Congruenz aus: 

*(#— !)(*— 2)0*— 8)....(x — f -f-1) = ** — x ß moi.q, 

welche identisch für jeden Werth des x erfüllt wird, in der Art, daft wenn 
das Product auf der einen Seite nach Potenzen von x entwickelt wird, die 
Coef&denten der gleichen Potenzen auf beiden Seiten nach dem Modul q con- 
gruent sind. Setzt man in dieser Congruenz x — t] k und bemerkt, dafs für 
jede Primzahl q, welche der Congruenz ?^= 1, »od. X, genügt, die q* Potenz 
einer jeden Periode von /Gliedern derselben einfachen Periode congruent ist, 
nach dem Modul q, dafs also 

tll = n v mod.f, 

welche, so wie auch die folgenden Congruenzen in denen Perioden vorkom- 
men, in dem Sinne aufzufassen ist, dafs wenn man beide Seiten in die lineare 
Form a*7-f Ä i*?i-f ••• + a «-i*7«-i bringt, die Coefllcienten der gleichen Perio- 
den auf beiden Seiten einzeln congruent sind nach dem Modul q: so erhtk 
man hieraus die Congruenz: 

(»•) tj ft to l -i)(fl»-»)....ft i -f+i) = f mod.y. 

Wird nun der Kürze wegen das Product 

oder, was dasselbe ist, die Hake Seite .der Gleichung (1.) durch <p(y) be- 

Joanal f. d. M. Bd. LUI. Bett 2. 19 
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zeichnet, so ergiebt diese Congruenz, wenn nach einander £=0,1,2, •..* — 1 
gesetzt und das Produkt aller so erhaltenen Congrnenzen gebildet wird: 

q>(0).<p(i).<p(2). . . *<p(q — 1) = 0, mod. q € . 

Hieraus folgt, dafs die Congrnenz des t"* Grades (p(y) = 0, mod. 7, stets 
wirkliche Congrnenzwnrzeln hat. Es sollen nun nur die von einander ver- 
schiedenen Wurzeln dieser Congruenz in Betracht gezogen werden, deren 
Anzahl gleich h sei, und welche durch a, #*, a 2 , ... a h _ t bezeichnet wer- 
den sollen. Wenn nun diese h Zahlen alle diejenigen erschöpfen, welche der 
Congruenz y(y) = 0, mod. q, genügen, so folgt, dafs es unter den Zahlen 
0,1,2,3, ... q — \ aufserdem q — h Zahlen giebt, welche dieser Congruenz 
nicht genügen, welche durch b, 6 19 £ 2 , ... * v -ä-i bezeichnet werden sollen. 
Die Zahlen a, «,, ... a^ mit den Zahlen b, b l% ... b^^ zusammen, er- 
schöpfen so vollständig alle Zahlen 0, 1, 2, ... q — 1, deshalb kann die Con- 
gruenz (5.) auch folgendermafsen dargestellt werden: 

(o—y k ){<*i—v k ) • • • (* Ä _r- V(*— **K*i— ij • • • (V*-*— n k ) = 0* mod. q. 

Multiplicirt man diese Congruenz mit dem Producte aller zu b — rj k conjugirten 
Factoren, ebenso mit dem Producte aller zu b k — r\ k conjugirten Factoren u. s. w. 9 
so geht dieselbe Aber in: 

(a — qjfa — ^)...(^- 9|)-9(*)-9X*i)-"9(*9-*-i) =0, mod.?. 
Die Factoren q> (i), <p(*i), . .., welche nur ganze Zahlen sind, deren keine 
durch q theilbar ist, weil die Zahlen b, b t , ... 6 V-Ä-1 der Congruenz y(y) = 0, 
mod. q, nicht genügen, können nun durch Division weggehoben werden, wo- 
durch diese Congruenz folgende einfachere Gestalt erhält: 

(6.) (0 — t] k ) (a t — rj k ) (äj — t] k ) . • . . (a^ — rj k ) = , mod. q. 

Aus einer gewissen Anzahl der Factoren dieses Products und der mit 
denselben conjugirten, nämlich aus den Factoren: 

*—^i *i— *?> «2— n> • • • *h-i—v9 



a — Ve-ii a i — *7e-ll «2 — ^19 • • • *a-i— «7«-* 9 
deren Anzahl gleich h.e ist, bilde ich nun ein Product !P(q) von der Be- 
schaffenheit, dafs es möglichst viele dieser h . e Factoren enthalte, keinen mehr 
als einmal, ohne jedoch durch q theilbar zu sein, dafs es aber durch Hinzu- 
fügung eines jeden dieser Factoren, d#r noch nicht darin enthalten ist, durch 
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q tbeilbar werde. Um ein solches Product zu bilden nimmt man irgend einen 
dieser Faktoren und multiplicirt ihn mit einem zweiten, ist dieses Produkt 
nicht dnreh q tbeilbar, so multiplicirt man mit einem dritten und so fort; erholt 
man durch Hinzu fögaog eines neuen Faktors ein durch q theilbares Produkt, 
so ist dieser Faktor zu verwerfen und ein anderer der noch vorhandenen 
Faktoren zu nehmen, welcher dem Produkte hinzuzufügen oder zu verwerfen 
ist, jenachdem er dasselbe durch q nicht theilbar oder durch q theilbar macht. 
Sind auf diese Weise alle h.e Faktoren an die Reihe gekommen und entweder 
dem Produkte hinzugefflgt oder verworfen, so ist das gesuchte Product V(tj\ 
welches die angegebenen Bedingungen erfüllt, gefunden. 

In diesem Produkte V(tj) können nun von den h zusammengehörenden 
Faktoren, welche dieselbe Periode rj k enthalten , nämlich 

*— %> a t — v k i a *—%*> • • • ä a-i — v k 

nicht alle zugleich enthalten sein, weil sonst vermöge der Congruenz (6.) 
Y(t]) durch q theilbar sein würde; es mufs also für jede der Perioden 17, i? n 
%, . .. *7,-n oder was dasselbe ist, für jeden Werth des k wenigstens einen 
dieser Faktoren geben, welcher nicht in *P(t]) enthalten ist, welcher daher 
mit V(t]) multiplicirt ein durch q theilbares Produkt giebt. Wird die in die- 
sem Faktor vorkommende Congruenz wurzel a durch u k bezeichnet, so dafs 
dieser Faktor gleich u k — ij k ist, so hat man die Congruenz: 

¥(vX*k — V k ) = 0, mod.y, 
(7.) I oder 

W(7i)tj k = V( n )u k , moA.q, 

welche Congruenz für jeden beliebigen Werth des A? = Ö, 1, 2, ... e—t 
giltig ist, und somit ein System von e Congruenzen repräsentirt. In dieser 
Congruenz gehört auch zu jeder bestimmten Periode tj k nur eine einzige Con- 
gruenzwurzel u k ; denn wenn derselben auch eine von u k verschiedene Zahl v k 
genügte, so würde daraus folgen 

W(t])(u k — v k ) = 0, mod. q, 
welches unmöglich ist. 

Bezeichnet nun F(rj) irgend eine ganze und ganzzahlige Function der 
Perioden, welche also nur aus Gliedern von der Form c .t) r 7] s ri { . . . besteht, 
wo die Indices der Perioden auch einander gleich sein können, so hat man 

19 # 
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durch mehrmals wiederholte Anwendung der Congrnenz (7.) 

¥(ri)*ri r .Ti 9 .Tif'= SPfa).*,,.«,.«, ... mod.? 

und demnach, wenn F(u) diejenige ganze Zahl bedeutet, weiche man ans 
F(rf) erhalt, wenn man in dieser anstatt der Perioden ij, ifr, ... tj^g die 
entsprechenden Congruenz wurzeln u, v x , . . . u^g setzt, 

(8.) *to)F(ti) ss ?P(i?)F(«), med, q. 

Hat man nun irgend eine rationale Gleichung unter den Perioden, welche 
aufter diesen nur ganze Zahlen enthalt, so kann man dieselbe immer auf die 
Form F(tj) = bringen, indem man die etwa darin enthaltenen Brüche durch 
Multiplication entfernt und alle Glieder auf eine Seite bringt. Aus jF(i?) = 
folgt aber vermöge der Congrnenz (8.) die Congrnenz JF(w) = 0, mod. q, 
und somit hat man den vollständigen Beweis des Satzes, dafs jede rationale 
Gleichung unter den Perioden, welche au/ser diesen nur ganze Zahlen 
enthält, als Congrnenz für den Modul q befriedigt wird, wenn anstatt 
der Perioden tj, tj^ . . . y^ die ihnen entsprechenden Congruenzwurzeln 
u, tf t , > . . u^ gesetzt werden» Aus dem Systeme der e* Fundamentalglei- 
chungen für die Rechnung mit den Perioden, nämlich 

i k i i 

folgt somit auch das System der # Congruenzen unter den Zahlen u, u l% ... u^: 

* * t t 

u^^ = fif+mu r -\- mjUr+t -f ... +«1^!«^, mod. q. 

Die zu ¥(r\) conjugirten complexen Zahlen sind, wie man ans dem 
angegebenen Bildungsgesetze der Zahl W(tj) sogleich erkennt, ebenfalls solche 
complexe Zahlen, welche denselben Bedingungen genügen. Verwandelt man 
daher in der Congrnenz (7.) die in den Perioden zu Grunde gelegte Wurzel 

a in a yr , wodurch die Indices aller Perioden um r vermehrt werden, so 
hat man 

(9.) ViVr) («i - Vr > — °i mod - 9 > 
oder wenn k \n k—r verwandelt wird: 

(10.) y^X«^-^) = 0, mod.?, 

woraus folgt, dafs die den Perioden ij, ifr, ... rjt^i entsprechenden Congruenz- 
wurzeln u, u k , ...n^|, mit Beibehaltung ihrer eyklischen Ordnung, denselben 
auf e verschiedene Weisen zugeordnet werden können, nlmlich so, dafs für 



6. Kummer* üb. die den Gaufsisehen Perioden entspreeh. Congruenzwumeln* 147 

jeden Werth des *, der Periode ^ die Congruenawurzel u immr entspricht, wo 
r einen jeden der Wertbe r = 0, 1, 2, ... *— 1 haben kann. 

Die nach der oben angegebenen Regel gebildeten complexen Zahlen 
V(tj) können mit dem besten Erfolge als Grundlage fflr die Theorie der ans 
den Wnrseln der Gleichung a a = i gebildeten complexen Zahlen, namentlich 
für die Zerlegung derselben in ihre idealen Primfaktoren benutzt werden. 
Aus diesem Grunde will ich hier noch die wesentlichsten Eigenschaften der- 
selben kuri entwickeln, indem ich erstens zeige, dafs die conjugirten com- 
plexen Zahlen 8^(17), ?P(ifr), . • . * r (^ 1 ) <*Ue wirklieh van einander wr- 
echieden sind, und zweitens, da/s diese e conjugirten complexen Zahlen 
alle diejenigen erschöpfen, welche nach dem gegebenen Bildungsgesetze 
überhaupt gebildet werden können. 

Gesetzt es wlren zwei dieser conjugirten Zahlen einander gleich, 
z. B. !P(i7,) =3 !P(ifr), so würde hieraus, wenn die Indiees der Perioden um s 
▼ermindert und t—s — r gesetzt wird, folgen, dafs auch 

sein mfifite. Nun ist aber nach den Congraenzen (7.) und (9.) 

*tt>(«i—ty> = und yfa)(tfe— %jj = 0, mod.y, 
also mttfrte auch sein: 

*(*)(*» — ^ +r ) ss 0, mod*f. 

MuMplicirt man nun mit «""** und nimmt die Summe für Ar=0, i, 2, . . ♦ i— 2, 
so hat man zunächst 

also 

%%*-*% — W wd S«~ y Vr — ~A 

woraus folgen würde 

V{t])l = 0, mod.?, 

da dieses aber unmöglich ist, so folgt, dafs die conjugirten complexen Zahlen 
7(17), Vfy), •*• ^(Ve^t) wirklich alle von einander verschieden sind. 
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Betrachtet man nun irgend welche zwei dieser conjngirten Zahlen, so 
sieht man, dafs dieselben, weil sie wirklich verschieden sind, nicht genau ans 
denselben Factoren von der Form a — tj zusammengesetzt sein können, dafs 
vielmehr die eine irgend welche dieser Factoren enthalten mufs, welche die 
andere nicht enthalt, woraus unmittelbar folgt, dafs die Producte Je zweier 
alle durch g theilbar sein müssen. 

Die Summe dieser e conjugirten Zahlen, nämlich 

ist als symmetrische Function aller Perioden eine nicht complexe ganze Zahl. 
Dieselbe ist auch nicht durch g theilbar, denn weil die Produkte Je zweier 
verschiedener dieser conjugirten Zahlen alle durch g theilbar sind, so hat man 

!Pfa).üf =s V{t()\ mod.?. 

Wäre nun M durch g theilbar, so mflfste auch V{y\f und folglich auch ¥(ij) 
selbst durch q theilbar sein, welches nicht der Fall ist. 

Nimmt man nun an, es liefse sich nach der oben angegebenen Regel 
aus den Factoren von der Form a — t] eine von Wfa) und deren conjugirten 
verschiedene Zahl *(*?) bilden, so würde für jedes r die Congruenz Statt 
haben 

*W%) 25 0, moi.g, 
denn *(*?) müfste noth wendig irgend welche Factoren von der Form a — t] 
enthalten, welche V(ij r ) nicht enthält und eben so Wfa) irgend welche nicht 
in 0(17) enthaltene. Wenn nun nach einander r = 0, 1, 2, ... €— 1 ge- 
nommen wird, so würde die Summation dieser e Congruenzen ergeben 

<P(tj)M = 0, mod. g, 

und weil M eine nicht complexe, durch g nicht theilbare ganze Zahl ist, so 
müfste sein 

#(17) = 0, mod. g, 

welches unmöglich ist. Die e conjugirten complexen Zahlen 

sind also die einzigen, welche den für diese Art von complexen Zahlen fest- 
gesetzten Bestimmungen genügen. 

Berlin, den 5. Juni 1856. 
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7. 

De aequationibus quarti et sexti gradus quae in 
theoria linearum et superficierum secundi gradus 

occurrunt. 

(Auetore F. Joachimsthal, Prof. ord.) 



yuae olim de normalibus linearum et superficierum secundi gradus 
exposui tbeoremata, ope duarum aequationum, quarum una quarti altera autem 
sexti gradus, demonstrari possunt. Cum autem in utraque, quam ea de re 
conscripsi, commentatione geometrica, harum aequationum proprietates alge- 
braicas consulte praetermiserim, baud inutile fore credo, formulas, quibus antea 
usus sum, cum Geometris nunc communicare. In fine commentationis nonnulla 
de aequatione generaliore 2nti gradus adjiciam, quae illas tanquam casus spe- 
ciales continet. 

L 

Problema de inveniendis normalibus a puncto (§, y) ad conicam ad 
coordinatas reetangulares relatam 

duclis, a resolutione aequationis (1.) atque 

(2.) at^. = b r^y 

x y 

pendet, nbi x et y tanquam incognitae speetandae sunt Introducendo aliam 
incognitam u, valoribus fractionum in (2.) contentaram aequalem, babemus 

(2») X = -4- y = *S-, 

atque binc, per aequationem (1.) 

^ OJ («+«)• T (*+«)* — h 
sive, si brevitatis causa loco ipsarum ag*, brf litterae a, ß scribuntur 

cujus aequationis biquadraticae radices signis u t , *h *s* *4 denotentur. 
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Ut relationes inter normales in veniantur , quae a coordinatis £, tj non 
pendeant, quantitates a et ß inter aeqnationes 

• _ l ß _ i 

« i ß _ * 

eliminandae sunt Aeqnatio,* quam nota eliminationis regula obtinemos, more 
anctornm recentiorum, qui theoriam determinantiam coluernnt, hoc modo ex- 
hiberi potest 

1 ,i 



(6.) 



1 1 

i i 



l 



(•+«,)• (TfSj 



-. t 



0. 



Quam autem haec aeqaatio faotorem supervacaneum («,— Mj) («,«—«,)(««, — «,) 
manifesto contineat alia eroenda erit eliminationif metbodos cnjns ope ad re- 
laiionem ab hoc incommodo liberam penreniatnr. 

Designando per tp(a) fanctionem primi vel secandi gradas, atqae ponendo 

(*+«i)(«-f-«2)(«+«j) = A, 
babeuas formalam notam 



y(«) 



qnae differentiatione respecta qoantitatts a in hanc 
transit. Jana maltiplieando aeqaationea (5.) per qaantitate» 



V(-«i) 



y(— «i) 



»<-"»> 



atqae addendo, oblinemos ope aeqoatioBls (7.) 



> 
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(8.) JlyWi'.^^J + Aj^i)^^)^} 

tt f — 1#! . U t — M| W 4 — «* t • t* a — fl t ' W, — H t . t# t — M f 

Sit y(a) functio linearis = a-fA, nbi i quantitatem constantem denotat. Pars 
dextra aeqoationis praecedentis secundam formulam Eulerianam evanescere 
debet, atqne babemus 

Sed qaantitas arbitraria l ita determinari polest, nt sit 

(10.) q>(<a)A'— <p'{a)A = 0, sive -jtj = J 
qua relatione (9*) in bancce transit 

(11.) 9 (*)*- ^(*)B — 0, sive jlj- = § • 

Substitut!* iteram valoribos ftroctionum A et B, loco dnarnm aequationum prae- 
cedentium faabentur seqoentes 

*_!_ - « +-L.+-1-. 

His calcnlfs eliminatio duaram qnantitatam a et ß e tribus aeqaationibas (5.) 
ad eliminationem nnios quantitatis X e dnabas aeqaationibas (12.) redacla est. 
Jam snbtrabendo aeqaationes (12.) obtinemns, sappresso factore a — b, 



et e combinatione satis oBvia aequationom (12.) et (13.) baec aeqaatio 
finalis respecta radicam tf M u^ t# 5 omnino symmetrica 

(14#) (a+ti t )(6+u,) + (*+*)(»+*) + (*+*H'+«i) 

1 1 , 1 , * = 

derivatar, Calcalo praecedenti igitar nacti Bamas 

Tkeerema I. Designando qoantita.em -^J^^ + (a +J ( 6±u t ) 
ebaracteristica (1,2), inter teraas radices n i9 tfe, ti 3 aeqoationis biqua- 

Jeuraal L d. M. Bd. I4III. Heft *. 20 
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draticae 

ß - 4 



C^O /77XT77«" t 



(a+w) 1 * (6+u) 1 
relatio intercedit 

(14») (2,8) + (M) + (M> = 0. 
Qua ex aequatione tres aliae, iüi (14*.) analogae, permutatione radicum 
deduei possunt, scilicet 

(15.) (2,4)4-(l,4) + (l,2) = 0, 

(15».) (l,4) + (l,8) + (3,4) = 0, 

(15»* ) (2,4)-f(2,3) + (3,4) = 0. 

Formando combinationem (14*.)+ (15.) = (15*.)-|- (15**.) prodit alia nequatio 
haud inelegans 

(16.) (1,2) = (3,4) 
unde fluit 

Theorema 11. Inter quatuor radices aequationis ( * , -f { l± \* — * 
valet relatio 

1 i * 1 | 1 



Cujus theoreraatis adjumento sex expressiones 

(1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4), 

quum sit (1,2) = (3, 4), (1,3) = (2,4), (1,4) = (2, 3) ad tres diversas 
(1,2), (1,3), (1,4) reducuntar quae tanquam radices aequationis cubicae, 
formae 

U' + Jl'U + Jl" = 

inveniri possunt, ubi l 9 , l" ipsarum a, ß, a, b sunt functiones algebraicae 
facili negotio eruendae. 

Observation Aequatio fundamentalis (4.) in formaro trigonometricam 
redigi potest, ponendo 

•« Vß 

unde prodit 



co« 9 *inq> 
sive 

ls\r\(pAm6os(f = sin(pcos(p, ubi /=~y,m= ^L 
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Quae igitur de aequatione biquadratica (4.) snpra invenimus theoremata, nunc 
ita audiunt. 

„Inter radice9 y n gp 2 > 939 94 aequationis /singp-f »»cos9 = sinycosy 
„intercedunt relationes 

Vi-^Vi-^Vy-hV* — (2»-f 1)^; n= num. int." 
Interpretationem geometricam relationia (14.) infra examinabimus. 

n 

Perinde problema ducendi lineaa normales a puncto (5, r\ y f) ad superficies» 

** 1 y % 1 * f 



resolutione aequationis sexti gradus 



a 
a 



sive 






pendet, abi breyitatis gratia a, ß, y loco ipsariim a§ 2 , brf, c£ 2 scripsimus. 
Ut proprietates normalium per idem punctum (§,tj,£) transeuntium detegankir, 
inter quatuor aequatiines 



a . ß 



1 p 1 r _ 4 



C19.) 



» 1 ß 1 7 _ 1 

(o+«,)«"T(H^?"r(c+u,)« 

« 1 ß 1 y 



(«+«J'T(»+, 1 )»Ti^ — 

quantitates et, ß, y elrminandae sunt, ita quidem ut aequatio finalis a prodocto 

differenüarum u, — n,.«, — u 3 .u t — u t .u 2 — ih.ih — « 4 .u, — »« sit libera. 

Scribendo 

(«+«i)(« + tfa)(«-{-Hi) («+«■) = 4 

(20.) { (* + «1) (* + «0 (* + *)(* + «*) = Ä 

(c + «i)(«+ih)(c-i- «%)(«+«•) = c 

20» 
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atque atatuendo y(a)=(a-f i)(a-f-/^X habetur 

y(«) = »(—«,) * l ... 

A u t — u t .u 9 — «|«« 4 — «i *+ü| ' 

unde, differentiatione respectu ipsias a instiluta, prodit aequatio 

yWJf-.ffCM = ^ £h^) *_. 

Cujus formulae ope, si aequationea (19.) ex ordine factoribus 

y(— *x) y(— *i) y(— «O 

II,— flj.tt, — Ki.l#4 — II, * Mi — VfN| — W t ,t# 4 — U t * tl,—- «,.«, — Mj.M^-K, * 

multipllcantur, obtinemus addendo 

^2 ff—t» 

Quum functio 9 secundum gradum non tranagrediatur, pars dextra hujua for- 
mulae evaneacit; habemus itaque 

(22.) %[<p{a)A~y\a)A}+£{^^ 

Quantitates l et fi, quae in functione q> inveniuntur, quippe quae omnino nr- 

a ß 

bitrariae sint, ita determioari posaunt, ut ipsarum -jy, JL coeffiotentes 
nescant. Quo facto, aequatio (22.) in trea alias discerpitur, 

<p{a)A' — <p'(a)A = 0, <p(b)B' — g>'(A)tf = 0, y(c)C'-y'(c)C=-0 
aive in 

1 4._L_ s= _i_j-_i_-L_i_4. « 



c+A ' c+ft e+«*i » c-j-*i ■ c-j-ti, » c+114 

Reduximus itaque eiiminationem ipsarum a, ß, y e qnatnor aeqnationibna (19.) 
ad eiiminationem duarum quantitatnm l et fi e tribus aequationibua (23.)« 
Quae eliminatio, quamvis illa, quam aupra (I.) tractavimus, multo complicatior, 
band ineleganter hoo modo perfidtur. 



y 



(34.) 
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Sobtrabeodo binas aeqaationes (23.) haberaas 

* t * 

i ■ i ■ < , i 

(a+«,)(6+« 1 )'r (a+ «,)(*+•«.) T (o + «,)(«+«,) T ( a +u t Hb+uJ 

1 + ' 



(a+i)(c+A)t-(a+/»)(c+^) 

1 I 1 | 1 | 1 

«I moltiplicando aequationes (23.) ex ordine per 

1 1 1 



6 — a.c — a' a — b.c — 6' a—c.b—-c 
atque addendo, habetur 

_ 1 | | 1 

— («+••,) (6+ M| ) {c+u t ) t "T (fl+li4 ) (6+ll4) (e+ll4) • 

Jam procul dabio lectorem accuratius examinantem non fugit, calculos, 
quorum adjamento ex aeq. (12.) et (13.) quantitatem X eliminavimus * hac 
formula coneinne exhiberi posse 

(26.) (& + &+• "+&)(vK+" •+^)-(^ 1 +^ 2 +-+^J 

Si n = 1 , pars laeva in nihilam abit ; si autem n ^> 2 , summa ad dextram 
ig/ii j\ 

* a sammas binarias at fii7 2 -f & 1 ?! conti o et. 

Est autem formula (26.) prima in serie quadam infinita formularum, 
quarum seeunda hoc modo scribi potest: 

(27.) SS^Vi^t ~ ^Si^Vi & - ^i«it - -TW&fc + »^&*i& 

Summae 2 in membro primo aequationis (27.) n terminos, summa autem in 

membro secundo y *"" a ~ summas partiales senarias continet; si autem 
*ssl, aut n = 2, primum membrum evanescit. 



156 7. Joaekimsthal, de quitmtd. aequaU quarti et eexti gradut. 

Habemus ex. gr. pro n = 3 

(28.) (£, + St + &) fti + % + n») (& + & + &) - (i'i + fe + 6) (Vi & + *& & + *»&> 

-(%+*+*) tfi&+Ä&+&&)-(&+&+&)(&*+&*+^) 

+ 2(&ifc&+ &%&+&%&) 

unde fluit aequatio identica 

(29.) (fc + &)(i?i + ih)(& + Ci)-(ft+&)(«?iCi+*Ci)-(% + *)(&Ci + &fc) 

Quibus expositis ad eiiminationem ipsaram l et u progrediamar. Formetar 
bono ad inen» expresaio 

_ (^+ £4*) MM- *)(*+*) + (H/*)H-*K 

+ 2 M«+*)(*+*)(c+*)^"^+^)(ft+M)(e+A*)^ 

qoa« secondom formalem (29.) identica evanescit. Sebstitolis autem valoribua 

1 i 1 i 

summarum —gr -\- —j— , rrr -f rr~ » etc - » supra inventis (cf. formales (23.), 

(24), (25.)), obtinemus ope formulae (27.) quaesitam aeqnationem finalem 
respectu radicam «,, w 2 , « 3 , tt 4 omnino symmetricam, quae brevitatis causa 

(30.) = •*(«+«,)(*+„,)(«+«,, 
scribi polest. Signum ^t viginti quatuor lerminos continet, e termino primo 
— i — r-r-, — rr - i — v permutatione radicum «,, t*,, i«,, ti 4 deducendos. Qoae 

nunc inventa sunt, hoc modo enuntiari possunt 
Theorema HI. Designando quantitatem 

m * , i - i 

(«+«,)(•+*»)<«+«,) T («+«,)(&+«,) (c+u.) 1 " («+«t)(*+«i)(e+«.) 
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characteristica (1,2,3), inter quaternas radices « f , *,, « 3 , ti 4 aequalionis 

(18,) (a+u) 1 + (*+«)* + ^+«5 i ' ^ 1 
intercedit relatio 

(81.) (2,3,4) + (l,3,4) + (l,2,4)+(l,2,3) = 0. 

Quae propositio ilii analoga est quam supra demonstravimus. Similiter, at sex 
quantitates in (I.) signis (1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4) denotatas 
ad tres diversas reduci posse docuimus, nunc reductionem viginti qnantitatum 
(1, 2, 3), (1, 2, 4) . . . (4, 5, 6) ad decem explicabimus. 

Derivantur mutatione radicam e formula (31.) relationes 

(31 n .) (2,3,5)+(l,3,5) + (l,2,5) + (l,2,3) = 

(31 b .) (2,4,5) + (l,4,5)+(i,2,5)+(l,2,4) = 

(31".) (3, 4, 5) 4- (1,4, 5) -f (1,3, 5) + (1,3, 4) = 

(31 d .) (2, 3, 4) + (2, 3, 5) + (2, 4, 5) + (3, 4, 5) = 

(31«.) (l,2,3) + (l,2,6) + (l,3,6)+(2,3,6) = 0. 

Formando combinationem (31.) + (31\) = (31 b .) + (31 c .) + (31 d .), habemus 
(32.) (1,2,3) = (1,4, 5) -}- (2,4,5) + (3, 4, 5), unde 
(1,2,3) = (1,4, 6) + (2,4,6) + (3, 4, 6) 
(1, 2, 3) == (1, 5, 6) + (2, 5, 6) -+ (3, 5, 6), atque similiter 

(4,5,6) = (1,2,4) + (1,2,5) + (1,2,6) 
(4,5,6) = (1,3,4)+(1,3,5) + (1,3,6) • 
(4,5,6.) =--- (2, 3, 4) + (2, 3, 5) + (2, 3, 6). 

Quarum aeqnationum ratione habita, summa (31.) + (31".) + (31*.) mutatur in 

(33.) (1,2, 3) + (4, 5, 6) = 0. 

Nacti igitur sumus banc propositionem 

Theorema IV. Denotando per «,, t* 2 , u 3 tres radices aequationis 
sexti gradus 

aequatio vigesimi gradus, cui omnes valores diversi expressionis 

U = * + - 1 + ! 

//>J.u WAXu \/»li< \ I SaJ_« WA-L.. W/.-L., \ I 



(a+«,)(6+M t )(c+ii,) T (a+M 1 )(A+« J )(c+« t ) T («+«,)(*+«.)('+«'.) 

i - * | i ■ 1 

t («+«,)(*+«.)(*+«.) f (a+u,)(A+«,)(c+» t ) T <a+ «,)(A+« t )(c-r«,j 

satisfacivnt, potestatibus imparibus ipsius ü caret. 
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«. i «■ i i *• 



Anleqoam aequationis generalis -^ + -^ + .^-5^ _ 1 

proprietates deducemus, nonnulla, ne formularum nexas nimis interrumpatur, 
de transformatione summae £a l ß 2 fa...ii m addantur. 

HL 

Lemma. „Datis n seriebus quantitatom 

ßl ß% • . • ßi 

« 

Aj S*2 • • • «J 
ft ^ ... jU, 

summa -S'a,/?^ . .. /i„ 
„quae «(«— 1) (i — 2) ... (i — *-{"*) terminos continet, ope sammarum 

Sa t Sß % 2y t . . . 2£fi t 
2a i ß l Sarft . . . ^Ai^i 
(34.) (Sa&fr -2«iÄ*t . . . BKA/H 

2<*ißiYi ... A*i 

„quaruro singalae i terminis compositae sunt, exprimi potest, ita ut sit 

(35.) 2<hß*yi.:f*m = J> 
„ubi J sammarum (34.) funetionem Integram denotat. Dicimus insuper, 
„expressionem J pro f <^ft — 1 in nihilum abire. 

Quod lemma, facile ad inveniendum difficile autem ad explicandum, cum 

formula de reduclione expressionis J£x° l x"* ... x"* ad summas potestatum ra- 

dicum # M x 2 , ... x iy si ad modum demonstrandi solum speetas, prorsua con- 
gruit. Evolutio casuum i = 2, =3, = 4, quorum priores jam supra indica- 
vimus, hie sufficiet (cf. form. 20 et 27). Habetur 

(26.) Sa k ß 7 = Sa i Sß i — JSa l ß l 

unde mutliplicando per Sy l 

(36.) 2a l ß t 2y l = 2a 1 2ß l 2Y % — Sa.ß.S^. 
Est autem 

(36*.) -s«iÄ-2n = -s«i/?iys4--2«iyiÄ+-s«2Äyit 
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atque iisdem, qnibos formnla (26.) demonstratur, ratiocioiis 

2a x y x ß % = 2a l y l 2ß l — 2a g ß l y l 

2<hßiYi = JBßirt^ai—SUiß'tft. 
His valoribus in formulis (36.) et (36*.) substitatis, derivatar 
(37.) Sa^y, = JS^JSßiSyi— Sa^Sßtft — Sß^y^-Sy^a^ 

Periode reductio ipsias -Sa,/?,/,^ peragitnr. Nam multiplicando aequationem 
praecedentem per -5tf M obtioemas 

(37») JEtiSotßtfi = 2u l 2ß l Sy t S9 l —Su l S9 l 2ß l y t —2ß l 29 l 2f l 9t k 

2y 1 J£9 l 2a l ß 1 -\-229 l 2a g ß l y i . 
Est aatem 

(37**.) S9 l 2a l ß t y s = 2a l ß 1 y i d t +2tt l fi l ß 2 y i -\-2ß l t l a 2 y i + 2y l d ltt2 ß i ; 

eademqae via, quam ad stabiiiendam formnlam (37.) secuti sumus, inyenitar 

SOidißtfr = Sa^SßySyi—Sa^Sß^t—SßiSaty^^Sy^^ß^ 

-\-22a t ß l y l 9 l 

JSßJxChy» = 2ß l d l 2a l 2y l -2ß l 9 1 2a l y l —2a l 2ß 1 y l d l -2y l Za l ß l d l 

-f-22a l ß l y 1 o\ 

SyiOtChß* = 2y 1 9 1 2a 1 2ß 1 —2y 1 9 i 2a l ß l — 2a l J5ß l y 1 9 1 —2ß l 2a l y l 9 1 

•\-22a l ß l y\9 v 

Qaibos valoribus in (37*.) atque (37**.) substitutis, derivatar 

(38.) Sa&ytdt =* 2a l 2ß l 2y l 29 1 — 2a l 2ß i 2y l 9 l — 2a l 2y l 2ß l 9 i 
— 2a l 29 l 2ß l y l — 2y l 29 l 2a l ß t — Sß^^a^ — Sß^Sy^S^ 9 X 
-\-22a 1 2 l ß 1 y l 9 l -f 22ß l 2a i y l 9 l -f 22y 1 2a i ß l 9 l -f 22d 1 2a l ß l y l 

■». 

Si singulae summae JEa^ 2ß\^ J2y 15 2Sd x quataor contineot terminos, ita ut 
ait -2 , ot 1 = ax-fa 2 -)-a 3 -f « 4 etc., pars laeva aequationis (38.), iisdem viginti 
qoatuor termiois composita atque determinans systematis 

&1 &2 ß 3 tt 4 

ßi ßz Ä A 

n n r* n 

d t d 2 tf 3 d K 

in eo tantum a determinante differt, quod omnes ejus termini sunt positivi. 
Unde fluit, partero dextram formulae (38.) cvaoescere si singulae summae 
JET*!, 2ßn J£y,, 2& k tres aut duos contineant terminos, aut modo unum. 

Jaaraal d. M. Bd. LIll. Heft 2. 21 
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Eodem modo, ope formulae (38.) ad reductionem summae -Sai&ys^«* 
adscenditar, et sie porro. 

Formulas speoiales (26.) , (37.), (38.) ill. Binet in diario a schola 
Polytechnica Parisiensi edito (Cah. XVI. pag. 285) pnblici juris fecit. 

IV. 

Inter (n-f 1) radices diversas ti n «2, . . . tr w+1 aeqaationis 2n H gradns 

(39) 7m^ + (M^ + '" + = * 

manifesto relatio intercedit a constantibus a M a 2 , ... a n libera. Quae ut in- 
veniatar n qnantitates a inter (*+l) aeqnationes eiiminandae sunt, qaaram 
prima 

(40 ° \l«^+Tzfa + '''+lJ^ Ä * 

brevitatis causa loco totios systematis scribatur. Methodo, quam io art. I. et 
II. explicavimus , eliminalio ipsaram a t , o, , ... o„ ad elimioationem (n — 1 ) 
qaantitatum r n t> 2 , ... » B _i e systemate n aequationnm 



»i+«i ' «i + «* * «i + «. "•""■•, + « 

1,1,, ' 

.L>t n^ « J.«i n^ I i» «Li 



(41.) 



•vto T «i+»t 



a»+»«-j 



+ -rrrr- + TXT H 1" 



«i+«i T «<i+«« T «.+«. 



a^-fa.,+1 



1,1, , 1 
+ TXT + TTT + ' * * + 



a«+«, ' a n -fw f ' 0,4-«, ' ' a»+M«+i 
redaci polest. Quo ex systemate derivantar (n — t) alia, qaoram primom 
_!__ — i aeqnationes continens ita repraesentari potest: 

1.1., 1 



(42.) 



= i | i | | i 

+ 



(O, + «.+!)(•, + «,+!) 
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secundam autem, "*" . *** — l aequationes continens, 



(43.) 



1 , . i 

(a t -f v i ) (a t + v t ) (* 8 + v % ) T T (a % + Vn-i) (« t + v H -i) (a 9 + v n -i) 
(fl l +w 1 )(ö f +t# 1 )(a s +w 1 ) T T (*, + ti„) («, + w„) (ö s -f- u„) 



+ 



ete., usque ad ultimum systema pervenitur quod unam tantummodo aequaüonem 
complectitor 



(44.) 



'•-i 



\ 



"«+1 4 

2 * y * 



qaararo aequationnm dedactio e systemate primitivo (41.) satis obvia est. Jam 
consideremos summam 1.2.3...(n-fl) terminorum e tennino primo permn- 
tatione quantitatam «,, «,, «,, ... ti n+1 dedaceodoram 

^ 1 

(«,-f-M,) («,+ «,) ... (C+M«) 

Qaae summa secundam leroma in III. expositom taoqnam sammaram simpliciom 

+»1 _ i „ 1 



2 



««+•«, 



(45.) 



(«,+«,)<«. + «,)' (a,+«,)(o,+« t )' 



(on-H-u, )(<*,,+«,) 



•»+i 



1 



„ (o, + M,)(O t + M,). ••(«» + «<,) 

functio ratiooalis integra J repraesentari potest. Substituendo autem in J 
Sammaram (45.) valores supra inventos, scilicet sammaa analoges 



(46.) 



2— ? — , 2 x 



v. °i + tf » 



äl+f, 



9 • • • Ja£ 



1 



-K 



«-1 



, -2? 



1 



(«,+«,)(«.+«>.) * («,+»,)(«. + »,) 



, ... Jö 



1 



(a^+ »,)(««+»,) 



«-i 



1 



„ (a,+«,)(«, + «' t )-. («»+»,) 
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expressio J in nihilum abit, quom expressiones (46.) (n — 1) tantommodo 
terminis constent. Hinc prodit 

Theorsma V. Designando characteristica (1, 2, 8, . . , n) gummam 
1.2 .3, . .* terminorum, qui perroutatione quantitatum ti M t*,, tfj, ... * H 

e termino ; — s ; — s — r — : — \ — : derivantur, inter (f»4-l) radices 61- 

veraas u^ ti 2 , w,, # . , w n-M aeqnatfonis 2n ti grados 

(39) K^ + K^F" 1 " ' ,, + W = * 

intercedit relatio 
(47.)(2,3,4,...n+l)+(l,3^^ 

qaae aequatio una com reliquis e (47.) permalatione radicom « H n,, 

^3 ^ • • • Vi» dedoccodis systema *' ■ ?T ' "~~ Q '"""*" relationom formal. 



1. 2. 3...W— 1 

E magna copia relationom qaae a formula (39.) derivantur, nunc nnam 
tantommodo eligemos, qaae demonstratione moniatar, scilicet Sequestern 

(48.) (1,2,3,... Jt)+(ii-{-l,n-|-2,n-f 3,...2«) = 0, 

Valente signo superiori vel inferiori prout n par est vel Impar (cf. casos 
speciales (16.) et (33.)). Designeraus signo [1,2,$,... n, n-fl J, quod n-f 1 
indices continet partem laevam formnlae (47.) , ita nt sit 

[t,2,8,.<.«,»+l] = (2A4,...i^^ 

Distribuantur indices 1,2, 3,...2n— 1 , 2n in dno systemata, cujus alterom 
indices 1, 2, 3, ... H; alterum aotem indices n-fl, ft-j-2? w -f~3, ... 2it 
oomprehendat et designetnr per A t snmma omnium [J, quae n indices primi 
unum aotem secundi systematis, per A % snmma omninm [], qaae n — 1 in- 
dices primi, dnos autem secundi systematis contineat, etc., usque ad A n per- 
Yenietur, qua littera sammam omninm [] designabimos, qaae unam indicem 
primi, n autem indices secondi systematis comprehendnnt. Jam dico expressionem 

(49.) A-^A+^^nA- ,_,,ML-» *+-+(-<)•-*• 

substitutis valoribns ipsarnm A lr A 2 , ... A n in 

(60.) it{(l,2,3,...n)4-(-l) w - 1 (n-fl,n+2,ii-j-3,...2ii)} 
abire. Nanifesto enim expressio (l,2,3,...n) in n terminis solis, qnibns A , 
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wmpoiita est, invenitar; scilicet in 

[1,2, ...n — l,n, n-f 1]» CM, ...n— 1,n,ft-f 2], 
[1*2,... n — 1, % n-f 3], ... [1,2, ...n— l,n,2ftj; 

similiter (*-|-li w-f ^n-f 3,...2n) in n terminis ipsius A n tantum occarrit. 
Omnes alios terminos in (49.) se mutuo destruere, hoc modo probari potest. 
Consideremus simplicitatis causa expressionem 

(51.) (1,2,3,... it — i,n+ l,n-f 2, w-f 3,... n-{ -i), 

qtram eadem ratiocinia pro omni expressione () valeant, quae n — i indices 
primi atqae • indices secandi systematis contineat. Qnae expressio (51.), ut 
eine negotio vi des, invenitar 

in [1, 2,3,.,.ii — f,n — t-f 1*»+1** + 2 , ...ii-j-t], 
[1,2,3, ...n — i,n — i -f 2, * + 1,» -f 2,...»+ 1], 
[1 , 2, 3, . . . n — i, n — i -f 3, n -f 1 , n -f 2, . . . n -f «] , 

[1, 2, 3, ... « — », n, n-f 1, n-f 2, ... n-f«*], 

atqae in [l,2,8,...n— «,n-f l,n-f 2,n-f 3,...n-f »,n-f»-f 1], 

[l,2,8,...n — i^n-f l,n-j-2,n-f3,...n-f»", n-j-i-j-2], 
[1,2,3, ...n — », n-f 1, n-f 2, n-f 3,. ..n-f», n-f i-f 3], 

[1, 2, 3, . . . n — i ß n-f 1, n-j- 2, n -f- 3, . . . n-J-t, n +•> 2»J. 

Jana t expressiones primae serfei ad A { pertinent, itaque in (49.) factore 

12 3 j 1 

+ j *;,' '" — ; — j , 4 . mnltiplicatae sunt; atque (n — t) expressiones seriei 

12 3 t 
secundae ad Ai± Y pertinent, itaque in factorem + ■= —^ — '-^ r 

doetae sunt. Est igitur in (49.) coeffioiens expressionis (51.) 

= ± {• i o =TT — ( n_ 3 5 ?\ — 0, q. e. d. 

— < n — i.n — 2...» — t-f-1 v '/* — 1./* — 2.../1 — • * ^ 

Quam autem omnes quantitates [] secundum theorema V. evanescant, summa (49.) 
si ve summa aequi Valens (50.) in nihilum abit. Inde prodit formula (48.) sive 

Theorema VI. Designando, ut supra, characteristica (1,2, 3,... n) 

summam 1.2.3...n terminorum £-. — \ — r: — ; — * — 7 — i — * <P" per mu- 
te +"i)to+"i) •••(««+«») 

tatione quantitatum u lf *,, ... tr„ a termino primo derivantur, inter 2w 
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radices *,., ti,, ... u 2n aequationis 

relatio intercedit haecce 

(48*.) (1,8,8,...») = (— t)"(«4-M+8»» + 8,...3»), 

« .. .• • . i.Z.ö ••.*!• • 1 «a9«d ••• «vft 

ila ut resolutione aequatioma Itt-tto — zn gradus /4 Q Q nr qowi- 

titates (1,2, 3,... n) ipsae ant earam qoadrata inveniri possint. 

V. 

Jam methodom a nobis adhibitam com formtüa e theoria delerminanliom 
dedoeta comparemas. Scribendo 

(«i -f »0 («i +«»).. • («i + *Wt) = A\ 
(fl»+tii) («,+«,) ...(«, +«»+i) = 4i 

habenras *) 

ubi 

(58.) F= deL {(«rJ-a^Äyf. «)*... (a.,+ 11) 2 ; .. . (•,+ •)»(*+ «J 1 ... («..,+ «J»; 

to+.O'Cftyf «)*...(«,, +«)*}. 

Peracta moltiplicatione habemus 

(o,-f «) 2 (a,-f- *t) a . . . (a„ + tO J = M^+lftf-f .- + M 2 "^*«« 2 " -3 + « 2 "~ a 



Im— 2 

.2t 



ubi quantitates l ei fi ipsaram a«, a*, ..„ a„. sunt fanctionia integrae. Inda 
seqoitor adjumento notissimi theorematia circa determinantium compositionem ; 
ut V tanqaara summam (2n— l) ft (2n-)-l) determiaantium partialium hujusce 
formae 



*) Denotatio jdelermiaairtiuiB, qua utimar, explicatione vix egal 
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(54.) v det. 



«*' 


tl°« 


• • • 


«?" 


<"♦» 


•£' 


«"« 


• • • 

• 


«?" 


u?--' 


«-'+» 


■»+1 


• 
• 

• • • 


11*" 





exhiberi possit, obi v ipsaram a t , Oj, ... a„ funoüo iategra sit. Quam 
aatem determioans (54.) evanescat, qaoties duo expooentiam «,, oj, ... «»> a„ +1 
inter se aeqaales fiont, determioans V sive (53.) respecta quantitatam «„, 
«,,... «. +I altiorem ordinem adipisci neqait, quam determioans partialis 



det. 



«T 1 



»r 



«: +i 



«; «; +1 



• • • 



• • • 



«i 



n— 3 






• • • 



•}-» 






tt 2 —' 
•4-* 



i4 H 



afc» « 2 " 



'»+1 



■+» 



n(3n+l) 



tote 



fanctio Figitur (n— l)+n-J-(»-f 1 )•..-{- (2»— 3) -j-(2n~2)+2»= 

ordinem non transgreditar. Quam aatem V prodaetam ex omoibas ipsaram u 
differentiis conflatam contineat, scilicet prodaetam 

(55.) J(Mt 9 «,, «„ . .. « a+1 ) = («!— «*)(*,— *») ... («, — «„) (Mi— «.+0 



(«„ — «„+!) 

qaod g ' ordinis est, manifesto poni potest 

(56.) V = J(v ti «„ «j, ... «„+,) F,, 

denotando per F t fanctionem, qaae n }tua> ordinem non transgrediatur. 

Consideremas expressionem supra signo [1, 2, 3, ... n-f*] notataro, 

scilicet summarn 1.2.3...n4-l terminorum qui e termino 7 — : — 77 — 1 — * — -, — t — \ 

permatatione radicum u lt> tf 2 , t* 3 , ... u n+l derivantur. Quae summa manifesto 

U 

in M m M j- transformari potest, obi U est funclio, respecta ipsaram 

tf 19 u?, ... ff„ + i non minoris quam n 2ti ordinis, quae factores Uy — u^, 
Ui — tfj * . . . tf* — w„+i non contineat. Quum autem eliminatione quantitatam a 
e tystemate (n-f 1) aeqnationnm 



(40-) 



T + 



(«!+«)• ' K+ti) 



H h 



* Ä *»t "■*!# • •• 



— B N+i 



.-1 







166 7. Joachitnsthal, de quibued. aequat. quarti et sexii gradus. 

methodo nola aequatio F = 0, sive Jfaj t# 2 , ... u n ^ 1 )V l ^=0^ nostra aotem 
methodo aeqaatio U = 0, obtinetur ; expressiones V x atque U, quum posterior 
priorem, quae, ut facile probatnr, identice non evanescit, metiri debeat, nisi 
factore a solis qaantitatibus a i9 o^ ... a„ dependenti differre nequeunt. Ha- 
bemas igitar formnlam 



H ™» » 4 , ■» * t » . . . , ■» *»+l 



deootando per p fuoctioDem rationalem ipsarnm n n Ha, ... «.. 

VL 

Qaum quinque abbinc annis theoremata eaque demonstrandi methodos, 
quae in articnlis praecedentibns legantur, invenissem, a determinatione generali 
ipsius q propter calcnlorum, in qnos incideram, prolixitatem abhorroi; pro 
casibus autem specialibus n = 2, =3, qui soli in Ulis applicationibus geome- 
tricis occurrunt, de quibus postea disseremus, valores ipsius p sine magno 
labore erui potoerunt. Jam nt de novo qnaestionem intacte relictam susciperem, 
theorema polcherrimum me commovit, a cl°. Borcharit inventnm, atque, com 
luculenta demonstratione, in commentatione de fonctionibus symmetrica illnstri 
Academiae Berolinensi praeterito anno tradita poblicatum *). Propositio, inter 
elegantissimas, qoae de determinantibns tradontnr, formulas censenda hoc modo 
exhiberi potest 

(58.) deU *M^> K+^ '" M^fi 

det. { j , j , • • • j j 



Uma U l% m*U ? , • . . f »«„ 



~ JS (a l +u l )(o* + u t )...(a m +u n ) ~ C 1 * 2 , 3, ... fl) 

(De vi characteristicae (1,2,3, ... n) vide theorema V.). 

Permagna hujus formulae atque relationis (57.) similitudo ad novas 
disquisitiones instituendas me induxit, et adjomento nonnollorom artificiorum, 
quae olim neglexeram, ad formuiam illi (58.) omnino analogam perveni. Qoas 
disquisitiones hie addere non inutile fore eredo, ne articnli praecedentis evo- 

*) Cf. Reist, menstr. Acad. Berol. pro anno 1855. 
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lationes incompletae maneant; solutionis autem merila, si qnae adsint, relationis 
(58.) sagacissimo auctori sunt attribneoda. 

Multiplicando aequationem (57.) per prodactom {a t -f n t f (a* -f *h) 2 • •• 
(a n -\-u K ) i atque ponendo deiode «!= — «,, tij=— Oj, ... «„==— a H valor 
ipsios p fädle eraitor. Qnibus calculis eoim pars laeva aeqnationis (57.) sive 



det. 



1 






l 1 

1 l 



• • 



l 



i 1 



i 



• • • 



(a. + «„) 
i 



T 1 



• • 



matator in 



(a, + «»+1)* («,+Wji+i)* (a»+«,, + i) 



i 1 



det. 



1 





1 



1 



1 



• • • 



• • • 






1 

1 








1 



1. 



(a, +«„+])• (Ot+Un+i)* ' (a, +«„+!)* 

In secundo membro aeqaalionis (57.) 

^(«j, «i, ... «„ +1 ) = («1— «»+!) t*J— «„+,)...(*„ — «„+!)//(«„ «,, «„ ••• «.)*) 

transit in (— 1 )*.(«!+«„ +1 )(o,-f «,+,).. .(a,, +u m+1 )(— 1) * ^(4,4,... «g; 

atque ^ l \ *l" H j ** » multiplicatione facta, substitutisqae yaloribns, qaos ipsis 

Ui , «j , ... «„ tribuimu8, matator in fractionem, cujus numerator unitas, de- 
nominator antem 

= (a t — a,) (at — «*,) ... (a t — a„) (ä, -|- u n+l ) 

X(», — «l)(«»2 — «») ... («1 — «.)(«» + «n+l) 

X(«j— «i)(«3 — «») ... («. — «.)(«» + «»+1) 



X(«„— «,)(«»— o») ... (a B — «_,)(«„ -f-«„+i) 

(-D 2 



1 



J(u if <i„ ... ««)*(»! + Wn+l)(«» + W»i+i) — («n + W/i+i) 



*) In prodacto differentiarum, quod signo J denotamus, singulae differentiae u t 
ita gumendae sunt ut a< ß. 



r-t*ß 
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Qoibus valoribos substitutis aequatio (57.) transit in 

Hinc prodit deniqae e (57.) 



U OS Uj , BJ»,| • • . «Ä **H-fl 



xk^ A^ /k i ■ • • ii n 

Simili modo at supra, videlicet comparatione dimensionura, invenitar esse 
(60.) det. { * , * , • • • -i-, 1} = '^.'V"** 

obi a ipsarum a 19 «2, ... « n sit functio rationalis. Multiplicando aequaüonem 
praecedentem per («i-f-tfiX^-f *«)••• (*« + u *)i *tqae ponendo ti, = — äi, 
iia = — a 2 , ... ti„ = — #„, obtinemus a = p = (— l) n J(a x ^ 029 • ••flu)* m' 6 

(61.) M. |^_, -<_,...-<_, 1 1 



U S3 ff , , =B W t , MB Mj , ... KD V^+l 



i>l Vf t 4} . . . An 

E oombinatione aeqaationom (59.) et (61.) prodit 



(62 



det 1 : . i . • • • : . il 






^TIT' '/ 



Faciendo u n+1 = qaantitati infinite magnae, aequatio (62.) in relationem a cl. 
Borcharit inventam transit, scilicet in 

1 i i 



(58.) ^'K+^r CTÖ 1 ' " ' («„+")'» 



det 



r i+" ' ö i + tl ' «k+w ' 



* ■" *|« "" ** f • • • "" *« 



1 

Simili modo at e formale (62.) relationem (58.) dedaximu*, a posteriori ad 
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priores calonlo persimplici perveniri potest. Insoper relationis (58.) demon- 
stratio exstat direeta, quae prorsus similibns, atqoe supra adhibila sunt, nititur 
ratioeinäs. 

m 

Ad applieationes geometricas tran9eamus, qnae casibns n = 2 et n = 3 
respondent. Pancta curvae 

<M £ + £-' = ' 

quorum normales per datum punctum (S,rj) transeunt, ot supra Yidimus, for- 
umiIis data sant 

(2*.) *, = --£-, r = 3 r? L r, 

littera u t denotante radieem aequationis 

Statuendo porro jp 1 = f* , y 2 = ,[_ , etc., aeqaatio (14.) siYe [1,2,3]=0, 
transformari potest in 

(63.) «»rs+^ya+^iys+^syi+^iyt+^ri = °- 

Si igitur pnncta (#iy*i), toy«), (^sXs) conicae (1.) aequationi (63.) satis- 
faciunt, normales curvae in bis tribas puncto erectae per idem punctum trans- 
eunt, sive 

pnncta conicae (1.), qnorum normales com normalibns panctorum conicae 
C^i9 7"i ) ^ (^21/2) in idem pnnctnm concurrunt, in recta 

(64.) *(yi+y»)+y(*i+*0+*iya+*tri = o 

sita sunt. 

Considerationibus geometricis ductus constroetionem rectae (64.) bancce 
dedimas (cf. GommenU de normalibas ellipsis atqne ellipsoidae, t. XXVI hnjtis 
diarii). Sit (p,q) polus rectae pnncta (^,,yi), (^2^ v 2 ) jungentis; habetur 

w 1 Vt. — A *\a r % \ 



a + b *' a + T *< 

ergo 
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ii ade (65.) 



x \y\— *ly\ y*—yi 



r *iy*— *.* y\—y\ 

sive (66.) 

p=*il*+ZiZx atqae similiter q = £iZt±fsZi . 



Hinc prodit theorema sequens, qood in commentatione supra laudata invenitur: 
Designando per p et q coordinatas rectangnlares poli lineae rectae, quae 

puncta A 19 A 2 sectionis corneae — (-4- — 1=0 jungit, reeta — ^-t-j-l—O 

conicam in duabus aliis punetis A s , A 4 (sive realibus, sive imaginariis), 
secabit ita ut normales enrvae in punetis A n A2, A3, A 4 dnetae in eodem 
puncto conenrrant. 

J? 'V 25 

Jam ad soperficiem h^H 1=0 progrediamur. 

Supponamus a puncto quodam A ad 9uperficiem sex normales duetas 
esse AA t , AA 2 , AA S , AA 4 , AA 6 , AA 6 . Designando per § 9 tj, J coordinataa 
ipsius h, per x t , y i9 z t coordinatas puneti A i9 quod in superficie ipsa situm 
est, etc. habetur 

q§ btj c£ 

o| *J? c£ . 

•^2 — 1 , y*2 — — « 1 9 **2 — ~ 1 « otc« 
ubi ti 2 , u 2 , ... i/ 6 sunt radices aequationis 

Quibus valoribus relatio (31.) transit in 

(67.) ^ars^+^yAT^rAH-^ya^+^yi^+^rs«! 
+ ^iys«4+*iy«*s+*«y4*i+^3yi*4+^«yi*j-|-*«yj*i 
+ ^iy2»*4-^iy4^+ a? 2y4*i+^2yi«4+^4yi*2+^4y2*i 

4-^iy2«3 + ^iy3^2+^2y3«i+^yi«3+ :r syi«2+ Ä, sy2*i = °* 

quae est conditio necesssaria (neutiquam autem sufficiens), si normales in 

punetis snperficiei (J?i,)n«i)» (^^21*2)9 (#39X19*3)9 0*49 y49 «4) dnetae 
per idem punctum A transeunt. Formula (67.) etiam hoc modo enuntiari potest : 

Si normales in punetis (2i,yi,*i), (#29X19*2)9 (^3^X39^3) superficial 

x % r % z* 

h 4" "f 1=0 in eodem puncto A coneurrnnt , tria alia puneta, 
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qaorum normales per h transeunt, in piano 

(68.) *{ya*s+ys*!-|-yi*»-frs*i+yi*»+ya*i} 

+y {*»** + *>*a + *i *j + z 3 x t -f ar^j-f z 2 x x ] 

+ *{^y s + a? sy»+a ? iy»+ *»yi+*iy»H-^yi} 

' + *iyj *s + *i y»*a + *»yi *s + x t y % z t -f a?, y t *j -f- arjy-j«! 
sita sunt. 



= 



Sit (p,q,r) polus plani, tria pnncta («,,yi,«,), (* a ,y„ *»), (a? s ,y s , *») 
jangentis, babentnr sex aeqnationes 



P*i jJH±i5 



+ ¥■+■=?•««; 



*! , y* 



L +t + 



£ 

e 



p*% i «y. i »*«• 



f^H-r 1 «!; 



?r+* + ^ 



3 

e 



1. 



= 1. 



/»*• j_ iy* i »**• 

"^ — rTTT 



i; ^+£+ 



2 

e 



1; 



unde 



det. 



£. 



1 
1 
1 



y t 
y* 
y* 






det 



x. 



X. 



X. 



y% 
y% 

i 



'i 



det. 






z. 



det. 



1 
1 
1 



y\ 
y\ 
y\ 



Z 
Z 







1 


y* 


»: 




det. 


1 


y\ 


*: 




1 __ 
a 




1 


y\ 


*; 






*: 


y* 


*! 




det 


*: 


y\ 


*; 






*: 


y\ 


*; 






*« 


y\ 


z\ 




det 


x\ 


y\ 


z\ 






*\ 


y\ 


z\ 






X, 


7i 


*. 




det 


x t 


y% 


«t 






x t 


y» 


*. 







atque dividendo 



Generaliter loquendo hie valor ipsius p redaetionem non admittit. 
aotem valoribu9 



Sabstitutis 



habetur seeundum formulam (62.) 



C+U, 



etc. 
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det. 




det. 


1 Xt .»i 



= *«£ 



det - {*> (ft+ M )" (c+w)* 

"■I 1 » ibküT' ith)\ 






— * C *t ( 4 + fll )(- c + flÄ )+ (*+«s)(«+«b)^ ^(*+«0(«+«i)f 

atqae secondum (58.), 



det. 



*: r? »: 
*: r: *: 



det. 



*i rt *i 
^t y% *t 

jt. y. 2. 



= abc&£. 



det iH^' ThW\ »+«)*! 



det. j — r— , 



T 



»-»«„ ■■«,, 



6-f-w ' c-fu 

■•s 



= abcfrfeS 



i 



itaque 



(•+•0 (*+•»•) (*+«i) 






ir+T+7" - * = °< q aorai!| 



perinde ipsarum 9 et r valores eruendi sunt. Ratione igitnr babita aequatkmis 
(68.) banc propesitionem nacti sumns: 

Sint A 19 A 2 , A 3 tria pnncta superficial 

normales in eodem puncto h concurrmt; designando per p, q e\ r co- 
ordinatas poli plani A,A 2 A 5 , tria alia poncta A 4 , A M A 6 superficial, quorum 
normales per h transeunt, in piano 

jL + X-f-L+i = 

p ' 7 ' r ' 
sita sunt 

Permaltas alias propositiones geometricas e formolis praeeedentibua deducendas, 
qoippe quae a nostro fine alienae snnt, nunc praetereamns. 

CarloUae-fontibos, m. Sept. 1856. 
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8. 

Zwei S&tze über Gleichungen mit ganzzahligen 

Coefficienten, 

(Von Herrn L. Kronecker za Berlin.) 



I. W enn die Wurzeln einer ganzzahligen Gleichung, in welcher der 
erste Coefficient Eins ist, alle imaginär und ihre analytischen Moduln sämmt- 
lieh gleich Eins sind, so müssen dieselben stets Wurzeln der Einheit sein. 

Beweis. Es seien a, b, c, . . . die Wurzeln der Gleichung : 
F{x) = a?" - Ax*~ l + Ar"" 2 — Cx"-* -f . .. -f N= 0, 

in welcher A, B, C, . .. N ganze Zahlen bedeuten. Da nun die Wurzeln 
a, b, c, ... lauter imaginäre Gröfsen mit dem Modul Eins sein sollen, so 
setze man, indem man ff— 1 mit i bezeichnet: 

a = cos a -f- j fsin a, b = cosß-\-is\üß, e== cosy-f-tsiny, . . . 

Alsdann erhält man, wenn die Coefficienten A, B, C, . . . durch die Wurzeln 
ausgedrückt werden: 

A = cosa-fcosß-f co9 y"f ... 

B = cos (a-f /?)-f cos (a-f y)-fcos(a-f ^H 

0= cos(a-f/?-fy)-f cos(a-f/?-f J)-f ... 

Also mufs A gleich einer Summe von n Gröfsen sein, deren jede 
gröfser als —1 und kleiner als -\-l ist. Ebenso mnfs B gleich einer Summe 

von " ?T ' solchen Gröfsen sein, C gleich einer Summe von * "Ts <T 

solchen Gröfsen u. s. w. Da aber A, B, C, . . . ganze Zahlen sein sollen, 
so sieht man, dafs jeder Coefficient der Gleichung F(x)=0 nur eine be- 
grenzte Anzahl von Werthen haben kann ; und das Produkt aller dieser An- 
zahlen giebt offenbar die Anzahl aller derjenigen W erlhsys ferne an, welche 
den Coefficienten A, B, C, . . . Oberhaupt zukommen können. Hieraus geht 
hervor, dafs es für jeden bestimmten Grad n nur eine endliche Anzahl 
von Gleichungen geben kann, welche die im obigen Salze angegebenen 
Bedingungen erfüllen. 
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m 

Die Anzahl aller dieser Gleichungen fiten Grades sei r, und es sei 
ferner für irgend eine ganze Zahl k: 

F k (x) = (x — a k )(x — b l )(x — c*) ... 

Dann genagt ancb die Gleichung F k (x) = allen in dem obigen Satze ge- 
machten Voraussetzungen. Denn erstens sind die Coefficienten dieser Gleichung 
als symmetrische Functionen von a, b, c, . . . offenbar ganze Zahlen , und 
zweitens sind die analytischen Moduln ihrer Wurzeln: 

a k = cos ka-{-i sinket, b k = cos kß -\- i sin kß, c* = cosky-\-isinky, . . . 

sämmtlich gleich Eins. Folglich mfissen mindestens zwei unter den Gleichungen: 

F(x) = 0, F 2 (x) = 0, F y (x) = 0, . . . F r+1 (a?) = 

identisch sein, d. h. es mufs zwei von einander verschiedene Zahlen h und k 
geben, für welche F h (x)=F k (x) ist. Die Wurzeln der Gleichung JF\ (#)=(), 
nämlich: a h ,b h , c*, ... mfissen daher mit den Wurzeln der Gleichung F k (x)—O n 
nämlich mit: a k , b k , c k , . .., abgesehen von der Ordnung, übereinstimmen. 

Für irgend eine Gröfse der ersten Reihe z. B. of 1 sei nun b k diejenige 
aus der zweiten Reihe, welche derselben gleich wird, so dafs a h = b k ist. 
Ebenso sei b h = c k , c h = d k , ... Wenn man so fortfährt, mufs man offenbar 
auch zu einer Gleichung kommen, in welcher a k auf der rechten Seile steht 
Man erhält also ein System von Gleichungen von folgender Form: 

<t = b\ b h = c k , c h = d k , . . ., m h = a k . 

Wird die Anzahl dieser Gleichungen mit fi bezeichnet, und eliminirt man aus 
denselben die (p — 1) Gröfsen: b, c, d, ... m, so erhält man, wie leicht zu 
sehen: 

a**-*" = 1 

Da nun, wie oben bemerkt, h und k von einander verschiedene ganze 
Zahlen sind, so zeigt diese Gleichung, dafs a in der That eine Wurzel der 
Einheit ist; und dieses Resultat gilt offenbar für alle Wurzeln der Gleichung 
F{x) = 0, da a ganz beliebig unter denselben gewählt worden ist 

II. Wenn eine Gleichung mit ganzzahligen Coefficienten, von denen 
der erste gleich Eins ist, lauter reelle Wurzeln hat, die in den Grenzen — 2 
und -j-2 liegen, die also durch 2cosa, 2cos/3, 2 cos/, ... dargestellt werden 
können, so stehen die Winkel a, ß % y . . . sämmtlich in commensurablem Ver- 
hältnifs zu einem Rechten. 
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Beweis. Es sei *(y) = eine Gleichung von den angegebenen 
Eigenschaften, und 2 cos et, 2cos/9, 2 cos/, ... die Wurzeln derselben. Wenn 
man nun den Grad von *(y) mit v bezeichnet, und man setzt: 



*".*(* + 4") = F(x) 



so ist F(x) = offenbar eine Gleichung, in welcher alle Coeffieienten ganze 
Zahlen sind und der erste derselben gleich Ein*. Ferner sieht man leicht, 
dafs die Wurzeln dieser Gleichung: 

oos a ± * sin a, coaß+ismß, cosy + tsiny, . . . 

sind, also lauter imaginäre Gröfsen mit dem Modul Eins. Somit genügt die 
Gleichung F{x) = allen in dem obigen ersten Satze aufgestellten Bedin- 
gungen, und durch Anwendung desselben ergiebt sich, dafs die Wurzeln: 
cos <x Hessin«, cosß±i8\nß, ... sfimmtlicb Wurzeln der Einheit sein müssen; 
ein Resultat, aus welchem die zu beweisende Eigenschaft der Winkelgröfsen 
a > ß> ?> • • • unmittelbar hervorgeht. 
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9. 
Über complexe Einheiten. 

(Von Herrn Kronecker zu Berlin.) 

Eis ist von Herrn Kummer zuerst gezeigt worden, dafs, wenn l eine 
ungrade Primzahl ist, jede complexe Zahl, welche aus Wurzeln der Gleichung: 
x 1 = 1 gebildet, und deren Norm gleich Eins ist, durch Multiplication mit 
einer dieser Wurzeln reell gemacht werden kann. Die dabei von Herrn 
Kummer gegebene Beweismethode dürfte indefs kaum zu einer Anwendung 
auf den Fall geeignet sein, in welchem l eine beliebige zusammengesetzte Zahl 
ist Ich werde nun im Folgenden mit Hülfe ganz andrer Prinzipien die 
analoge Eigenschaft der complexen Einheiten für diesen allgemeineren Fall her- 
leiten; eine Eigenschaft, die noch dadurch ein besonderes Interesse erhält, 
dafs die Kenntnifs derselben bei der Anwendung der Theorie der complexen 
Zahlen auf algebraische Untersuchungen als unumgänglich nöthig erscheint 

•Bezeichnet man mit n eine ganze Zahl, welche entweder ungrade oder 
durch 4 theilbar ist, und mit a, b, c, . . . alle diejenigen unter den Zahlen 
2, 3, 4, . . . n— 1, welche relative Primzahlen zu n sind, so sind bekanntlich: 
(o, (o a , <o b , a> c , . . . die sdmmtlichen primitiven Wurzeln der Gleichung : x m =1 , 
wenn i» irgend eine derselben bedeutet*). Ferner sind in der Gleichung: 

(I.) (x — w)(x — C0«)(JP — C0 6 )(tf — (O e ) . . . = 

die CoefScienten der verschiedenen Potenzen von x sftmmflicb ganze Zahlen, 
nnd es folgt hieraus, dafs jede ganze symmetrische Function der Grobes 
u), co", co 6 , • . . , mit ganzzahligen Coefficienten, einer ganzen Zahl gleich ist. 
Endlich erinnere ich noch daran, dafs die Gleichung (I.) (wie ich iq einem 
im 19ten Bande des Liouvilleschen Journals abgedruckten Aufsatze bewiesen 
habe) irreductibel ist, und dafs daher jede Gleichung, welche aufser co nur 



*) Der Fall, wo n == 2m und m ungrade ist, wird deshalb ausgeschlossen, weil 
für solche Werlhe von n eine primitive nie Wurzel der Einheit sich auf eine primitive 
tute Wurzel der Einheit, mit negativem Vorzeichen genommen, reducirt; so dafg also 
in diesem Falle die aus Wurzeln der Gleichung: .r n = i gebildeten complexen Zahlen 
stets als solche betrachtet werden können, welche aus Wurzeln der Gleichung: jr m =d 
zusammengesetzt sind. 
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ganze Zahlen enthält, noch gültig bleiben mufs, wenn für die Gröfse 10 irgend 
eine Potenz derselben substituirt wird, deren Exponent relative Primzahl zn n ist. 

Dies vorausgeschickt, können nunmehr die üblichen Benennungen nnd 
Zeichen ohne Weiteres auf die aus »ten Wurzeln der Einheit gebildeten com- 
plexen Zahlen übertragen werden. Wenn nflmlich flco) irgend eine solche 
complexe Zahl d. b. eine ganze ganzzahlige Function von od ist, so sollen: 
^(w), f(<D a ), f{<*> b ) - • * »die einander conjugirten complexen Zahlen" heifsen, 
nnd das Product derselben soll „die Norm" von f{w) genannt und mit: Nf(w) 
bezeichnet werden. Diese Norm ist, weil sie die Wurzeln od, w a , od 6 , ... 
symmetrisch enthalt, eine ganze Zahl Ferner sollen diejenigen ganzen com- 
plexen Zahlen, deren Norm gleich Eins ist, „complexe Einheiten", und die 
einfachsten unter denselben, nflmlich: 

±1, ±0D, ±(0 2 , + CD 3 , . . ., +C0*"" 1 

„einfache Einheilen" heifsen. 

Wenn nun E(co) irgend eine complexe Einheit bedeutet, so wird das 
in Bezug auf od, cd", od 6 , ... symmetrische Product: 

(IL) Ot.jE(cü) — JE(cO) (*•*(»■) — Ä(co- a ))(a?.Ä(cu 6 )— Ä(cu^)) . . . 

nach Potenzen von x entwickelt, offenbar eine ganze ganzzahlige Function 
von x ergeben, in welcher der Coefficient der höchsten Potenz von x die 
Norm von E(a>) also Eins ist. Bezeichnet man diese Function oder, was 
dasselbe ist, das Product (IL) mit F{x), so sind: 

£(&>-*) E(b>~ a ) E{a>-*) 

E(*>) * E(» a ) ' E(u b ) 

die sflmmtlichen Wurzeln der Gleichung: F(x) = 0; und da die analytischen 
Moduln aller dieser Wurzeln gleich Eins sind, so erfüllt, wie man sieht, die 
Gleichung: F(x) = alle Bedingungen des ersten der beiden Sätze, welche 
ich in der vorhergehenden Abhandlung bewiesen habe« Es mufs daher eine 
ganze Zahl m geben, für welche 

fi(»-*) 



• ■ • 



v £(w) / 



ist. — Wenn man nun mit p irgend eine primitive Wurzel der Gleichung: 
a: m n — 1 bezeichnet, so Ififst sich bekanntlich jede rnte und jede wie Wurzel 
der Einheit als Potenz von p darstellen. Es sei demnach p" diejenige mte 

Warsei der Eiobeit, welcher 1 ' gleich wird, so dafs: 

23* 
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(DL) «(co- 1 ) = f.B{m) 
und es sei ferner <o — p a also : 

In dieser Gleichung kann — wenn das, was ich oben Aber die Eigenschaften 
der Gleichung der primitiven nten Wurzeln der Einheit gesagt habe, anf die 
primitiven Wurzeln der Gleichung: x m,n = 1 angewendet wird — fttr p auch 
Q r gesetzt werden, sobald r relative Primzahl zu m.n ist. Wenn dies ge- 
schieht, und alsdann für q x wieder w eingesetzt wird, so erhält man: 

E{ar r ) = Q r - v .E(a> r ). 
Die Gleichung (HL)* zur rten Potenz erhoben, giebt aber: 

E((o- l ) r = Q r - y .E{<o) r 
und die Combination der beiden vorstehenden Gleichungen: 

(IV.) E(a> r ).E(ar l ) r = E{ ur r ) . E(a>) r 

welche Gleichung, wie ich nochmals erwähne, für jede Zahl r gültig sein 
mufs, die relative Primzahl zu m.n ist 

Bezeichnet man nun mit /u den gröfsten aller derjenigen Divisoren von 
m, welche relative Primzahlen zu n sind (so dafs also auch ^= 1 sein kann), 
so ist leicht zu sehen, dafs die Zahlen p — n, fi-\-n und, wenn n grade ist, 
auch A*-f2» relative Primzahlen zu m und n sind. Man kann also in der 
Gleichung (IV.) fOr r diese drei Zahlen nach einander einsetzen und erhält 
dann, wenn man berücksichtigt, dafs a^~ n , of**, wf+ 7n sämmtlich gleich af, 
und or**", ar*— 9 or* 1 "* 1 sfimmtlich gleich an 11 sind : 

EW.Eiw- 1 )*-* = E(to-f).E((o)^ n 
E(ar).E(m-*f+ m = E{ia^).E{w)^ n 
E(W)-E(<o- l f+ 7H = B{ur*).E{mT+ tm 

Die letzte dieser drei Gleichungen gilt aber nur, wenn n grade ist Dividirt 
man dieselbe durch die zweite, so erhalt man für diesen Fall: 

«(or 1 )" = E(m) m 
und wenn man die Wurzel auszieht: 

(V.) E{ur l ) = (o k .E(a>) 

wo k eine ganze Zahl bedeutet. Ferner erhält man für den Fall, wo n un- 
grade ist, indem man die zweite jener drei Gleichungen durch die erste 
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dividirt : 



E{w- l j n = K((o) 7n 

und wenn man die Wurzel aassieht: 

(VI.) E{w l ) = ±a> h .B((o) 

wo h eine ganze Zahl ist. Man sieht also, dafs, sowohl wenn n grade 
als wenn es ungrade ist, jede aus nten Wurzeln der Einheit gebildete 
complexe Einheit, durch die reciproke dividirt, als Quotient eine einfache 
Einheit ergiebt. 

Hit Hülfe dieses Resultats läfst sich nunmehr folgender Satz beweisen: 
„Jede complexe, aus Wurzeln der Gleichung x**=\ gebildete Einheil 
„kann durch Multiplication mit einer Wurzel der Einheit reell gemacht 
werden. In dem Falle, wo n die Potenz einer einfachen Primzahl ist, 
sind die nten Wurzeln der Einheit selbst hierzu im Allgemeinen er- 
forderlich und stets ausreichend. Enthält aber die Zahl n verschiedene 
ß ,Prhnfactoren, so bedarf man, wenn n grade ist, noch der 2nten, und, 
„wenn n ungrade ist, noch der Anten Wurzeln der Einheit.' 9 

Ich werde zuerst darlhun, dafs in den drei unterschiedenen Fällen die 
erwähnten Arten von Wurzeln der Einheit im Allgemeinen erforderlich sind. 
Zu diesem Behufe werde ich für jeden der drei Fälle eine spezielle Einheit 
*(a>) angeben und in Bezug auf diese zeigen, dafs eine Wurzel der Einheit v, 
für welche v<e(u>) reell wird, nicht zu einem kleineren Exponenten als resp. 
zu n, 2n und 4» gehören kann. 

Im ersten Falle, wo n eine Primzahlpotenz ist, nehme man für *(a>) 
die complexe Einheit: 1 -f <» -j- <o 2 \ • • • -f- co"~ 2 . Wenn nun v.e(to) reell sein 
soll, so mufs offenbar: v.e(w) = v~ l .e(a)~ l ) sein, also: 






v 2 



*(»-*) 



e(») 

Setzt man hierin für e(to) und e(aT l ) ihre Werthe, so erhält man: 



v 2 = Ol 2 



woraus unmittelbar hervorgeht, dafs keine niedrigere Potenz von v als die nte 
gleich Eins werden kann. 

In den andern beiden Fällen, wo n verschiedene Primzahlen enthält, 
ist, wie leicht zu sehen, 1 — oi eine Einheit. Soll diese nun durch Multiplication 
mit einer Wurzel der Einheit v reell werden, so mufs: r.(l— co)=r wl .(l— co Ml ) 
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sein, also: 



V 2 = -CD- 1 



Für ein grades n wird: (— a>- l ) n =zi, also r 2n = l, und es ist dies auch 
offenbar die niedrigste Potenz von v, welche gleich Eins wird, weil sonst 
auch eine niedrigere Potenz von ( — co" 1 ) als die fite gleich Eins werden 
mfifste. Wenn aber n ungrade ist, so ist klar, dafs erst die 2nte Potenz 
von (—co -1 ) gleich Eins wird, dafs also, da v 2 = — w l ist, erst die 4nte 
Potenz von v gleich Eins werden kann. 

Ich werde nunmehr zweitens zeigen, dafs die in dem obigen Satze 
angegebenen Arten von Wurzeln der Einheit stets ausreichend sind, um durch 
Moltiplication mit denselben jede complexe Einheit reell zu machen« Zu diesem 
Zwecke werde ich der Reihe nach beweisen, dafs 

1, wenn n grade ist, stets Wurzeln der Gleichung: ar 2 " — 1, aber, 
wenn es eine Potenz von 2 ist, schon Wurzeln der Gleichung: x n =\ 
ausreichen, und dafs 

2, wenn n ungrade ist, stets Wurzeln der Gleichung x 4n = l, aber, 
wenn es Primzahlpotenz ist, schon Wurzeln der Gleichung: x*=l 
ausreichen. 

Es erschöpft dies offenbar alle in dem Texte des zu beweisenden Satzes 
angegebenen Resultate, die ich aber dort um der bessern Übersichtlichkeit 
willen theils zusammengefafst, tbeils anders angeordnet habe. 

1. Die Gleichung (V.), welche sich für jede Einheit E(cj) als not- 
wendig ergeben hatte, wenn n ungrade angenommen wurde, ISfst sich offen- 
bar in folgender Form darstellen: 

(VII.) w *.E(w- 1 ) = w*E(w) 
Hieraus ersieht man sofort, dafs in dem vorliegenden Falle, wo n grade ist, 

stets eine Wurzel der Einheit: to 2 d.h. also eine gewisse Wurzel der Glei- 
chung: x 7n =l ausreicht, um durch Multiplication mit derselben eine Einheit 
E(a>) reell zu machen. Die Gleichung (VII.) zeigt aber ferner, dafs schon 

eine wie Wurzel der Einheit ausreicht, wenn der Exponent -y eine ganze 

Zahl, also wenn Ar grade ist. Dies mufs nun stets der Fall sein, wenn n 
eine Potenz von 2 ist. Wäre nfimlicb in diesem Falle Jfc = 2A — 1, so hatte 
man die Gleichung (VII.) in folgender Form: 

M.u>- h .E{wr l ) = a> k .E(u>) 
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also: 

ur h .E(ar l ) — w h .E(m) = (1 — to) . w' h . E (W l ) 

Diese Gleichung kann aber nicht stattfinden ; denn wenn man auf beiden Seiten 
die Norm nimmt, so erhält man, da die linke Seite offenbar durch {vor 1 — a>) 
theilbar ist, als Norm derselben ein ganzes Vielfaches von: iV(a)"" 1 — <o) 
d. h. von 4, während die Norm der rechten Seite nur iV(l — w) d.h. gleich 
2 wird. 

2. Die Gleichung (VI.) welche sich für jede Einheit E(io) als not- 
wendig ergeben hatte, wenn n ungrade angenommen wurde, lautete: 

E(or l ) == ±a} h .E(ü)) 

Diese Gleichung verwandelt sich, wenn man eine Zahl Ar durch die Congraenz 
h = 2k (mod. n) bestimmt, in folgende : 

(VIII.) <o-'.E(a>- 1 ) = ±w k .E(a>) 

Hieraus ergiebt sich, dafs B(a>) entweder mit co* oder mit ce Ä .y— 1 multi- 
plicirt reell wird, also, dafs für ein ungrades n allemal eine Wurzel der Glei- 
chung : af* = 1 ausreicht, um durch Hultiplication mit derselben eine eomplexe 
Einheit E(w) reell zu machen. Die Gleichung (VIII.) zeigt ferner, dafs, 
wenn auf der rechten Seite das obere Zeichen gilt, schon eine Potenz von 
o> d. h. eine nte Wurzel der Einheit ausreichend ist. Dieft ist stets der Fall, 
wenn n eine Primzablpotenz : p r ist. Denn wäre alsdann: 

ar l .E(ar x ) = -w*.E(io) 

so würde die Gleichung: 

w l .E(iD)—urKE{üT l ) = 2a> k .E(a>) 

unmittelbar daraus folgen. Diese Gleichung kann aber nicht stattfinden; denn, 
wenn man auf beiden Seiten die Norm nimmt, so erhält man, da die linke 
Seite offenbar durch (oi — co~ l ) theilbar ist, als Norm derselben ein ganzes 
Vielfaches von JV(co — w~ l ) d. h. von p, während die Norm der rechten Seite 
nur einer Potenz von 2 gleich wird. Da aber p eine ungrade Primzahl be- 
deutet, so ist dies unmöglich. 

Hiermit ist der Ober die Realität der complexen Einheiten aufgestellte 
Satz in allen seinen Theilen bewiesen. 
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10. 

Extrait d'une lettre de M. C. Hermite ä M. Borchardt 

sur le nombre limite d'irrationalitäs auxquelles se 

räduisent les racines des 6quations k coefficients 

entiers complexes d'un degre et d'un 

discriminant donnes. 



i ermettez moi, en continuant en quelque sorte. ce que je Vous ai 
ecril au sujet de la determination des racines imaginaires des equations al- 
gebriques, de Vous enlretenir des questions arithmetiques aux quelles je son- 
geais, lorsque ehemin faisant, j'ai £te ainsi amene aux theoremea de M. Cnuckjf 
et de M. Sturm. Ces questions arithmetiques avaient pour objet la thtorie 
des nombrea complexes, et en particolier l'6tude des forraea decomposables 
en facteurs unfaires, lorsque les coefficients sont des entiers de Pespece 
ö-f bj— 1. Pour le cas des entiers reels, la reductiön des formes quadratiques 
definies, avait öt£ comme Vous savez Pinstrument analytique que j'avais aur- 
tout mis en oeuvre, maia pour passer de la aux nombres complexes, il fallait 
a ma methode une modificatiön que j'ai ete bien longtemps ä decouvrir. C'eat 
le hazard en effet qui me l'a donnee, en traitant de la döcomposition des 
nombres en quatre carres, sous le point de vue que j'ai indique dana le 
tooie 47 de ce Journal. Je vais esaayer de Vous en donner une idee pröcise* 
en demontrant ce theordme que j'ai eu dija occasion d'enoncer dans une note 
de mon travail sur la tbeorie de la Iransformation des fonctions Abiliennee, 
sa voir : Les racines de tonten les Equations ä coefficients entiers complexes, 
d'un degri donne, et pour tesquetles le discriminant (deterrninant de Gauss) 
a la mime vateur, ne reprisentent qu'un nombre esstntieilement Hmitd 
(TirrationalilSs distinctes. J'aurai pour cela, deux points principaux a etablir. 
Le prämier conaiate dana la throne arithmftique de la reduction de ces formea 
quadratiques a indeterminees imaginaires conjugu&s que j'ai fall aervir a la 
demonatrationa du theordme de M. Cauchy. En designant par x, y, z, . . . v, 
w-fl indeterminees imaginaires, et par ar , y , «, M . ,. p leurs conjuguees 
respeotives, etles sont comme Voua savez definies de cette mattiere: 
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+ 

avec la condilion qoe a^ r et a r>AI aeront des quantites imaginaires conjngoees. 
Eo mettant en ävidence tant dana lea coefficienta qoe dans lea indfterminees, 
lea parttes reelles et lea coefficienta de ^— 1 , la forme f, aera ai Ton vent an caa 
particolier dea formea reelles a 2n -\- 2 indeterminees, mala qn'on traite grace ao 
jeu dea quantites imaginaires, par lea procedäs essentiellement propres aux formea 
a n-f- 1 indeterminees seulement. Sans insister d'avantage aar cette consi- 
däration qne j'ai developpee aillenra dans le eas de » = 1, j'6noncerai lea pro- 
poaitiona alg^briques auivantea, qoi ai aimplea qn'elles aoient, doivent ötre ao 
rooina indiquäes ponr ne rien omettre dans Penchainement dea id6es. 
1°. En faisant dana f y la Substitution: 



x 



r 

8lz 



/JX+/8 f F+...+^->F 



« 



o 



& 



«0 









on, a et ao, ß et /9„, etc. aont dea quantitös imaginaires conjuguäea, on aora 
une tranaformee de mime nature: 

+ r (J Ii0 X+J M F+J M Z+..- + J M F) 

+ • • 

+ F (J M X+4 % tF+ J M Z+ ... + 4s.F) 

de aorte qne, J^ r et ^ >/f seront comme a^ y et a r>AI des quantites conjugaees. 
2*. Soient D, 4, w, w lea diterminants des ayatemea anivanta: 

«0,0 «0,1 • • • «U,* j |^o *^M • • • °^ n 

H | -%o «m • • • ««1,11 v ^ . I Äl > ü 



</ 



««,0 «M • • • «ii,i 



a 



w 



ß ff 



• • » 



• • 



<x 



(*) 



/* 



-) 



co 



0»,o 


«»,i • • 


• «.,» 


'«0 


(eil • • • 


«rj 


lA 


p ... 


«°( 



X X' ... *w 

Joaraal f. d, M, Bd. LIH. Heft 2. 
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on aura l'equation D — rfcoco , d'oü resuhe que d peut «Mre regarde comme 
l'invariant de la forme /; 

En vue de la theorie de la reduction, j'ajouterai cette remarque, qu'en 
posant : 

+*o(*2,iy+*2,2*-f ... 4- b^ n V) • 

i 

ou **,, = 00,0 0^,, — fl^o^r on obtient une forme aux indetermin£es y et y , 
* et s • . . r et v qui est un covarianl de /^ relativement a la Substitution 
(^ $)) quand on y suppose a=t 1, ß = 0, y = 0, • . . Ä = 0. Et si Ton 
appelle /?' l'invariant de g, on aura />' = a"^ 1 D. Cela pose, je vais etablir 
qu'etant donnee une forme f definie, on pent trouver pour les coefficients de 
la Substitution S, des nombres entiers complexes, dont le döterminant co soit 
un, et tels que dans la transformee F, on ait: 



Ce sera cette transformee que j'appellerai reduite. A cet effet, je eonaidere 
I'ensemble des formes deduites de f, par toutes les substitutions (S, S ) ä coef- 
ficients entiers complexes et au determinant 1. Je distingne ensuite dans ces 
transformees, Celles ou le coefficient de XX <) est le plus petit possible. Parmis 
ces dernieres, je dis qu'il en existe une que je representerai ainsi: 

+ Y (A lt0 X+A ltl Y-\-... + A ltn V) 

+ 

+V u (J H>0 X+A n%l Y+...+A HiH V) 

et remplissant ces deux conditions, premierement que la forme: 

e=j ü , F-^.^-=F ü (Ä 1>1 F+Ä ll ,z+...-|-Ä 1>Il r) 

-{■^{B^T^B^Z-^ ...-f B %H V) 

+ 

+ V (B mtl Y+B., t Z+ ... +B ntn V) 

soit rednite dans le sens propre aux formes ä n paires d'inditerminees , se- 
condement, que les parlies reelles et les coefficients de y — 1 dans les di- 
verses qaantites A^^ soient moindres que la moitie do coefficient minimam A^ ü . 
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Eo effet, en faisant dans F, Ia Substitution: 

= m">+n'' a +... + t"» Z = <?„+<*, + -+f>o 



on trouvera nne transformee $, dans la quelle le coefficient de XTo sera encore 
A 0t0 et oü la forme © analogue a G> savoir ©== J^g — ^ -fiL 9er a 

(d'apres ee qui a ete dit tout-a-1'heure) la transformee de 6? par la Substitution : 

F=m'p H-n'j + •••+*'* Y = n( )9n -ftfo +-+<» 

Z = m'', -fn''j +... + *"* Z = m^ +< fc +- + <t) 



'0 



cette Substitution est la plus generale entre les n paires d'indöterminöes 
conjuguees, et peut dtre employee ä reduire la forme ©; on voit donc bien 
qu'on peut admettre dans l'ensemble des formes dont j'ai parle, l'existence 
d'une transformee remplissant la premiere des conditions enoncees. Quant a 
la seconde, on y satisfait ä Taide des entiers cotoplexes m, n, . . . t, qui 
restent jusqu'ici arbilraires; en designant en effet pour un instant par a i)fß les 
coefficients de gf qui correspondent a A^ yfA , on a les relations: 

Oo,! = niil ü> ü+tn^o,i+m"Jo,2H h m0,) A* 

o«, 2 = «4^0+ n'Ai+ n"Jo,2+ — + « (B) A» 

0«,,,,= r4i,o+ M>,i + *"4nH h * (,,) 4>,» 

et on voit qu'on peut determiner les entiers complexes, m, tt, ... r, de ma- 
ttiere que la partie reelle et le coefficient de ]/— 1 dans 00,1, o^, ... a^ n , 
soient au dessous de |^ 0>ü . Admettant donc l'existence de la forme F, rem- 
plissant les deux conditions precedentes, nous allons supposer que la relation 
(a.) soit vraie a l'ögard des formes reduites contenant n paires d'indeterminöes 
et nous en conclurons qu'elle a Heu necessairement dans les formes qui en 
renferment n-f-1. Elle se trouvera ainsi etablie dans toute sa generalis 
puisqu'elle a lieu comme je Tai fait voir ailleurs (dans ce Journal T. 47) 
pour »=1. A cet effet j'observe que les coefficients de la forme 6?, ayant 
pour expression generale 3^^ = A^A^y—A^A^^, on trouvera lorsque 

24* 
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les deux indices sont 6gaux B^^A^A^ — A^A^^ de sorte que ces 
quantitäs penvent alors Ätre regardees comme les invariants de formes quadra- 
tiques i denx paires d'ind6termin6es (-ä ()> „, A^ A^^ y A^^) formes qai seront 
d6finies et röduites« Definies car nous avons aupposä f et par suite F eile 
mdme dtfnie, et reduites, par ce que le coefficient minimum A i)y{} sera au 
plus egal a A Mifl , et qae la partie reelle comme le coefficient de j/ — 1 dana 
A ßt0 aoii t au dessous de la limite \A^ () . Donc d'apres ce que j'ai ötabli dana 
le memoire prteitö, on aura: 

et par suite: 

Mais en admettant la relation (a) pour les formes reduites ö, qui cootienneot 
n paires d'indeterminees et dont rinvariant est A^D, on aura: 

or on en conclut apres avoir multipltä membre a membre par Pinegalit6 pro- 
cädente, et supprim6 le facteor Ä^: 

A\\^A %i iA^2 ... A„ t „ <C 2 U 



C*est ce resultat qui tout-ä-1'heure me servira de base pour la theorie de la 
reduction des formes decomposables en facteurs lineaires, et qui sont ä coef- 
ficients et indeterminees complexes. Mais j'indiquerai d'abord la cons£quence 
suivante qui s'en tire immädiatement. 

Concevons qu'en vue de la thäorie des formes f teile qne je l'envisage 
ioi, on modifie l'idee arithmetique de classe, de maniere & designer ainsi 
Tensemble des transformees deduites d'une forme donnee, par ces substitntions 
speciales, (8, S ) lorsqn'on attribne aux coefficients, touts les systemes de va- 
lenrs entieres complexes, ponr les quelles le d£terminant o? = l, on aura 
ce theoreme: La totaÜtS des formes de la mime expresston anafytique 
que f y torsqu'on les suppose definies, et ä coefficients entiers tont riels 
que complexes, ne reprisente pour un invariant donnd, qufun nomkre 
essenliellement lin&ti de classes distinetes. Effectivement, dans la röduite F, 
touts les coefficients reels A^ sont limites en vertu de la relation («) et lea 
modnlea des coeffidents imaginaires A^ r9 le sont par la condition 

qui vtttiilte comme on le voit immödiatement de ce qu'on suppose F une forme 
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döfinie. On n'aura donc pour une valeur donnäes de l'invariant qu'un nombre 
limitö de rödaites, et par consequent un nombre limitö de olasses. 

Je passe maintenant ao second point qui me reste & traiter poor arriver 
a mon theoreme. 

Soit <p une forme a n indeterminees imaginaires, x, y, . . • u, ä coef- 
ficients complexes, et dteomposable en n factears lineaires, savoir: 

A = «a?-f-a r y-f- ••• -f- ii H " l) u 

B = ft x -f*V+-+* (, " l)w 



de sorte qu'on ait tp = AB ... L. Ces quantitäs A, B, . . . L, ne se trou- 
veront point completement determinees par la forme donnee <p, car il est clair 
qn'on pent multiplier par un factenr constant chacane d'elle, pourvu qae le 
prodait de toats ces factears constants soit l'unitä. J'observe cependant que 
le determinant J, relatif an Systeme de ces fonclions Unfaires, ne subira aucun 
changement par l'introduction de ces multiplicatenrs arbitraires, car en rem- 
pla$ant A, B, ... L, par l x A, t 2 B, ... t n L le determinant relatif anx nou- 
velles fonctions sera ^...t^A, et on doit faire comme nons I'avons dit: 
t t t2... t n —1. Nous pouvons donc dösormais, regarder J, comme absolument 
dötermine par la forme proposee <p. Cela pose, j'introduis encore les facteurs 
Unfaires conjoguös de A, B, . . . L, qni seront en soivant la notation deja 
employöe : 



et dont le determinant sera designö par J . Pnis je compose avec ces deux 
gronpes de fonctions , la forme quadratiqoe suivante, de la nature de Celles 
qni nons ont occupe pr6c£demment, savoir: 

f = AA -J- BB -f- • • • -f- MjLh) 

Cette forme däpendra essentiellement, des mnltiplicatenrs arbitraires qae Ton 
pent introdaire dans les fonctions Unfaires, A, B, etc., mais quelqne soient 
ces mnltiplicatenrs, son invariant D sera la quantitä entierement connne 
D = JJ <> de plns eile sera tonjonrs döfinie, et on ponrra loi appliqner la 
uröthode de röduction exposöe plns haut Concevons donc qae poar un systöme 
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determine, des facteors linäaires, A, B, ... L, on ait obtenu la Substitution 
propre a effectuer cette röduction, et que je conlinuerai de representer per 
la notation (S, S ). En effectuant la partie de cette Substitution designee par S, 
dans A, B, ... L, je supposerai qu'ils deviennent: 

81 = oX+a'F+...+a<"- 1 >l7 



i = ix-\-vy+.»+v*-»u 

tandis que par la Substitution S , les facteors conjugues J , B , . . . Lr , se 
changent en: 



De la resultera pour la transformee de q>, par la Substitution S, l'expression : 
4» =:%.$...£, et pour la transformee reduite de f, parle Substitution (&,$,) 
la suivante: 

F= aao+88o+---h88ü. 
Cela etant, je vais demontrer, qu'en supposant la forme donnöe <p, a coef- 
ficients entiers complexes, et irr£ductible, dans ce sens que P£quation 9 = 0, 
n'admette d'aatres Solutions entieres que x = 0, y = 0, ... t# = 0, les coef- 
ficients de *, qni seront aussi des entiers complexes, auront tons des valeurs 
finies et limitees par l'invariant D — JJ . 

Soient a cet effet, a, a^ ... o n _ M les coefficients de XX^ YY , .. . 
IW , dans la forme reduite F, a savoir: 

o = aoo 4" ^ü 4" • • • 4~ Mo 



Ces relations peavent s'ecrire de la maniere suivante: 

ah I 

1 = mod 2 — j- — f-mod l — -. f- • • • -f mod* 



,nod l £— 4-rood*?r-^ + ...-f mod'^-- 
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et montreot alors que les modales des quantites ~-, —j— etc. sont tous in- 

ferieurs ä l'unitä. II en resulle qu'en representant par V, le produit des 
factears : 

ix+4-r+...+JZLu, 

c. a d. ce que devient *, lorsqu'on y remplace, X, Y, ... U par: -j^X, 

-t- Y, ... —, V, les modules des eoefficients de cette transformee sont 

eux mömes limites. En effet, si pour fixer les idöes, nons considerons le 
coefficient d'un quelconque des termes de % qne nous representerons par: 
X p Y 9 ... U*> les exposants etant des entiers dont la somme est n, on trouve 
sans peine que la valeur maximum de son module est donnee par le facteur 
nnmerique qui multiplie le raöme terrae X p Y q ... V' dans la puissance poly- 

nomiale: -pp(X-f Y+ ••• + U) . Cela pose, convenons de designer par les 
expressions symboliques suiyantes: {X p Y q ... U'} et: [X P F 9 ...Ü*], les 
modules des eoefficients de X p Y q ... U 8 dans * et V. II est clair qu'on 
aura d'apres la relation qui lie les deux formes: 

(1.) {X p Y q ...U 8 } =[X p Y q ...U'-\Uol...o' n _ x 
et en particulier pour les eoefficients des puissances les plus ölevöes des in- 
determinees : 

(3.) ^ r ; } = [ ™ 

{£7-} = [ü"3ya:_, 
Or en multipliant ces equations membre a membre, il vient: 



mais d'apres la relation caracteristique pour les formes quadratiques reduites, 
et la valeur de l'invariant de F, que nous avons trouve precedemment egal 
& äJ^ on a: 
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il en resolte donc que: 

I jr } [Y n ] ... {&} < [jr] [r n ] ... [irj^^^Wo 

et finalement, en ayant 6gard aux limites des quantitte [2T*], [F*] etc.: 

<-r}{r}...{ir}<^3?.(^^. 



Ml 

Voiqi donc d6jä les coefflcients des puissances les plus 61ev£es dans la forme 
*, liraitees an moyen de l'invariant JJ {] . Et o'eat en ce moment que nona 
employons la condition d'irreductibilitä de cette forme teile qu'elle a 6te posäe 
plus haut, de maniere qu'aucun de ces coefflcients ne puisse dtre supposö 
s'evanouir. N'ayant obtenn en effet qu'une limite de lenr produit, dans le cas 
on Tan d'eux serait nul, on ne pourrait plus rien conclnre snr les antres. 
Maintennant et a l'aide des valeurs de ces quantites: {X*}, {Y*} etc., nona 
obtiendrons des limites pour les coefflcients des antres termes, en döduisant 
des equalions (1.) et (2.), la suivante: 

{X P Y*... W}{X u ) l -${Y n } % ~*~. .. {IT} 1 "* 

et remplaQant dans le second membre, [X* Y* ... 17*], [JT], [F*] etc. et le 
prodnit a o x . . . a_i par leors limites sup6rienres. II vienl ainsi en designant par 
(p,q,...s)le coefficient de X p Y 9 . . . IT dans la pnissance (X-f- Y-\- . ~-\-U)*: 

{X>r'...U'}{X'\-'{Y'} '"-...{ü"} "<(^...«)?-pr-(^ )*-. 



Nons soremes ainsi parvenus i la proposition annoncöe snr la rädnction des 
formes d6composables en facteurs linöaires, et qni nons antorise i donner aux 
transformees telles que <P, le nom de formes reduites. Mon thöoreme sur lea 
racines des öquations algebriques a coefflcients entiers complexes, en est une 
cons6quence immediate comme Vena alles voir. 

Solt: IV -f Od""" 1 -[-••• + Ar -J-jS=0 nne eqoation de cette nature. 
En designant ses racines par a, b, c . . . k, l le discriminant, on däterminant 
de Gaufs y sera le nombre entier complexe: 

© = px-^a-bfia-cf-ik-l)* 

Cela pos£, faisona dependre de cette öquation nne forme tp a coefflcients en- 
tiers complexes, que nons definirons de cette 
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(x + fy+P*+ *» + !***) 

Nous remarquerons d'abord, que poor cette forme, la quantitä J, est precisement 

yZ>. Soit eo effet: 

A =7= # -f «y -f • • • -f «"^'t* 



L = a?-|-Jy-| {-f" 1 *, ' 

d'apres sa definition m6me, J sera le prodait de P*" 1 multipliö par le d&er- 
minant relatif au Systeme des facteurs lineaires A, B, . . . L. Or on sait que 
ee döterminant, est la fonction alternee egale au produit des differences des 
racioes a, b, . . . I, de sorte qu'on a bien J = }/©. Je dis maintenant que 
les raoines de deux equations differentes, aux quelles correspondent des forme* 
tp, arithmttiquement äquivalentes, doivent dtre regardäes comme prösentant les 
mlmes irrationalitös. Soit en effet: 

et: 

ue seeonde 6quation, ayant pour racines 0, fc, . • . I, avec la forme correspon- 
dante. S'il est possible de deduire * de g>, par une Substitution a coefBoients 
entiers complexes et au determinant un, c. a d. d'avoir identiquement: y = *, 
eo prenant 



on pourra en d£signant par t x , /* , ... /„ des eonstantes poser les relatiras : 



«4-iyH h^" 1 « = <L(^+IF+...+P- i I7). 

Or en effectuant la Substitution et designant pour abreger la fonction entiere a 
coefBcients entiers complexes a (0 -f /J 10 *-}- ••• +** »""" 1 par 6 ( (v) ces relations 
donneront : 
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X6(b)-\- YB^b) -f- - -i-ff0_,(*} = ^(JT-fbF-f ... -\-l~ l U) 

X6(l)-\-Y0 l (l)+...+Ud H _ l (l) = /„(X-f lF+...-H- l l7) 
Od en conclora les expressions suivantes des racines a, B, . . . t par a, A, ... /. 

Ö(o) B 0(«) B 0(«) 

f,_ ö .< Ä ) ta <M*> ,„_, fl_,(A) 

0(b) v 6(b) v 6(b) 



f_M p — Ml f-i — O-i«) 

i— tf(/) 0(1) ' ' ' 0(/) 

et il est visible qu'en partant de la Substitution inverse, pour deduire cp de 4>, 
on arrivera ä des expressions toutes semblables qui donneront les racines 
a, b, . . . /, au moyen de a, b, ... (. Noos sommes donc bien autorises par 
la a regarder les racines des deux equations, corame presentant les mömes 
irrationalites. 

Cela pose, considerons l'ensemble des equations de degre n, ayant 
möme discriminant , avec la serie des formes <p, qui correspondent a chacune 
d'elles. Ces formes en nombre infini, ayant toutes le möme invariant dd^, a 
savoir le module du discriminant, seront reductibles a un nombre limite de 
reduites <P. Or les equations dont les racines pourront präsenter des irratio- 
nalites distinctes seront Celles lä seules aux quelles correspondent des formes 
ayant des transformees reduites differentes. *) Elles seront donc bien essen- 
tiellement comme je Tai annonce, en nombre tini. 



*) En effet, des formes ayant möme reduite, sont arithmötiquement äquivalentes, et 
il a iie explique plus haut, cominent les racines des ecpiations dont elles dgpendent offlrent 
deslors les raömes irrationalites. Voyez au reste sur cette question de l'equivalence des 
formes däcomposables en facteurs lineaires, mon premier memoire sur la throne des 
formes quadratiqucs, Tome 47 de ce Journal. 
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11. 

Bestimmung der symmetrischen Verbindungen ver- 
mittelst ihrer erzeugenden Function. 

(Von C. W. Borchardt.) 

(Der physikalisch- mathematischen Klasse der Berliner Akademie vorgelegt von Herrn Dirichlet 

am 5. März 1855.) 



\ Was von den Mathematikern des vorigen Jahrhunderts bis zur Zeit 

fVaring's angewandte Verfahren, nach welchem die symmetrischen Functionen 
der Wurzein einer Gleichung zuerst durch die Potenzsummen der Wurzeln 
ausgedrückt wurden und dann diese durch die Coefficienten der Gleichung, 
ist in neuerer Zeit durch die von W wring , Gaufs und Cauchy gegebenen 
Metboden verdrängt worden, und zwar deshalb, weil jenes ältere Verfahren 
nicht im Stande war, in allen Fällen nachzuweisen, dafs die ganzen Functionen 
der Coefficienten, denen die symmetrischen ganzen Verbindungen der Wur- 
zeln gleich werden, auch ganzzahlige Functionen sind, d. h. solche, welche 
ganze Zahlen zu ihren numerischen Coefficienten haben. 

Die oeue Methode, welcher ich mich bediene, ist ebenso wie die letzt- 
genannten, geeignet, diesen Nachweis zu führen, sie unterscheidet sich aber 
wesentlich dadurch von ihnen, dafs sie nicht wie jene eine bestimmte Ordnung 
unter den Wurzeln festsetzt, sondern dieselben ebenso symmetrisch in die 
Rechnung eintreten Ififst, wie das filtere unvollständige Verfahren. Das Prinzip 
dieser neuen Methode ist die Zurückführung der symmetrischen ganzen Ver- 
bindungen auf eine erzeugende Function, aus deren Entwicklung sie sämmtlich 
hervorgeben. Die Bestimmung der erzeugenden Function durch die Coeffi- 
cienten der Gleichung ist daher das Problem, auf welches die ganze Frage 
zurückkommt. Die Lösung dieses Problems hängt nun, wie eine genauere 
Untersuchung zeigt, von der Bestimmung einer bisher nicht betrachteten De- 
terminante ab, in deren Werth jene erzeugende Function als Factor enthalten 
ist, ein Resultat, welches schon an sich von allgemeinerem Interesse für die 
Analysis zu sein scheint. Von dieser Determinante ausgehend gelangt man 
ohne Schwierigkeit zur Bestimmung der erzeugenden Function, und die Form, 
unter welcher sie erscheint, führt dann ferner auf eine Eigenschaft derselben, 

25* 
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ans welcher durch einen einfachen Beweis gefolgert werden kann, dafs die 
Ausdrücke der ganzen symmetrischen Pnnctionen der Wurzeln durch die 
Coefficienten nicht nur ganz sondern auch ganzzahlig sind. 
Bildet man den Ausdruck 

_ i i i 



(1.) T 



• • • 



t—a t t — «, t n — a m 

welcher alle Glieder umfassen soll, die aus dem hingeschriebenen dadurch 
entstehen, dafs von den beiden Reihen /,.*!, ... /„ und a, «,, ... a n die 
eine unverändert bleibt, die andere auf alle Arten permutirt wird, einen Aus- 
druck, der in Bezug auf jede der beiden Reihen von Gröfsen symmetrisch 
ist, so führt die Entwicklung von T nach fallenden Potenzen von t, t x , . . > f m 
auf jene einfachsten Typen der ganzen symmetrischen Functionen von a, a t , ... a m , 
welche aus einem Product ganzer Potenzen dieser Gröfsen durch Permutation 
hervorgehen und bekanntlich fähig sind alle ganzen symmetrischen Functionen 
von a, a x , ... a H additiv zusammenzusetzen. T ist daher als die erzeugende 
Function der ganzen symmetrischen Verbindungen von a, a M ... a n anzu- 
sehen, und die Bestimmung dieser Verbindungen ist auf das eine Problem 
zurückgeführt, den Ausdruck der erzeugenden Function T so zu transformiren, 
dafs nicht mehr die einzelnen Gröfsen a, <x 19 ... a n darin vorkommen, son- 
dern anstatt dessen die Coefficienten derjenigen ganzen Function n -fiten Gra- 
des fz> welche für z = a, a t , . . . a„ verschwindet und die Einheit zum 
Coefficienten der höchsten Potenz von z hat. 

Die verlangte Transformation der erzeugenden Function T würde, 
direct angegriffen, eine ihrer Complication wegen schwer lösbare Aufgabe 
sein. Sie vereinfacht sich aber im höchsten Grade, wenn man sie von der 
Betrachtung der Determinante 

D = 2 + X —r - — r - * 

abhängig macht. Diese Determinante D, welche schon in ihrer Bildung die 
gröfste Aehnlichkeit mit der in der Analysis durch ihre vielfache Anwendung 
so bekannten Determinante 

1 1 1 



— t—a t l —a i t H —a n 

zeigt, steht mit derselben überdies in der merkwürdigen Besiehung, dafs sie, 
durch jene dividirt, die erzeugende Function T als Quotienten giebt, so dafs 

(2.) D = T.A 
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ist. Der Ausdruck (ft,ft l ,...fl n ) 1 D ist nämlich eine ganze Function von 
t, < M ... t n , et, <*j, ... a m , welche ebensowohl durch das Prodnct «Her Dif- 
ferenzen «wischen /, / 19 ... t n , als aach dnrch das Prodnct aller Differenzen 
zwischen a, a n . . . a n theilbar ist. Es bleibt daher nach der Division dnrch 
beide Prodncte wiederum eine ganze Function als Quotient, und es hat keine 
Schwierigkeit, die Werthe zu bestimmen, welche dieser Quotient annimmt, 
wenn jede der Gröfsen t, t x ...t % mit irgend einer der Gröfsen a, a x ... a m 
zusammenfällt *). Diese (fi-fl)" +1 Werthe des Quotienten sind aber gerade hin- 
reichend, seinen allgemeinen Ausdruck vermöge der auf mehrere Variablen 
ausgedehnten Lagrange'schen Interpolationsformel zu bilden, und das Ergeb- 
nifs hiervon ist von der oben angefahrten merkwürdigen Gleichung Z>= T.A 
nur dadurch unterschieden, dafs an der Stelle der Determinante A ihr be- 
kannter Wertb 

(3.) A _ (-1) ———±- 

steht, in welchem II(t, t t . . . /,) das Product aller aus t,t t ...t n gebildeten 
Differenzen bedeutet, jede so genommen, dafs ein / mit kleinerem Index von 
einem / mit gröfserem Index abgezogen wird. 

Indem man jetzt noch die Bemerkung hinzufügt, dafs die Determinante 
D aus der Determinante A durch successive Differentiation nach sämmüichen 
Variablen t ß t x ... t n hervorgeht, leitet man aus den Gleichungen (2, 3) den 
folgenden Ausdruck für T her: 

w < J ; n(i ß t t ... t n ) dt dt t du v/Tft .../»./ 

Der Ausdruck (4.), in dem nicht mehr die einzelnen Gröfsen a, <*,, ... a n , 
sondern anstatt dessen die Coefficienten von fz vorkommen, und der zur Un- 
terscheidung von dem in Gleichung (1.) gegebenen Ausdruck von T mit S 
bezeichnet werden möge, leistet die verlangte Transformation der* erzeugenden 
Function. Diese Transformation kann als die symbolische Zusammenfassung 
der Rechnungsoperationen' angesehen werden, welche das oben besprochene 
altere Verfahren fflr die Bestimmung aller ganzen symmetrischen Functionen 
vorschrieb. 



*) Fallen nlmlich t, f t , ... In resp. mit <*§, a ix , ... a im zusammen, so wird der 

».»+1 

Quotient = (— i) 7 f'a fa t ... fa H oder = 0, jenachdem i, i t ... i» sftramtlieh Ten 
einander verschieden sind, oder nicht. 
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Der in vorkommende Differentialquotient n-f-iter Ordnung enthalt in 
seinem Zähler das ans den Differenzen von t, t v . . . t n gebildete Prodnct als 
Factor. Indem man sich dies Product fortgehoben denkt., überzeugt man sich 
leicht, dafs bei der Entwicklung von nach fallenden Potenzen der Variablen 
/, t x ... /„ die Entwicklungscoefficienten ganze und ganzzablige Functionen der 
in fz vorkommenden Coefficienten sind. 

Aber hiermit ist die Aufgabe noch nicht vollständig gelöst. In der 
Thal, betrachtet man die symmetrische Function 

(5.) -StfV/' ...a?", 

wo das Summenzeichen alle diejenigen durch Permutation von a, a, ... a„ 
aus dem hingeschriebenen Gliede hervorgehenden Glieder umfassen soll, welche 
für gegebene Werthe der Exponenten und willköhrliche Werthe von a,a t ...a m 
von einander verschieden sind, oder mit anderen Worten: betrachtet man 
einen jener einfachsten Typen der ganzen symmetrischen Functionen, von 
welchen oben die Rede war, so kommt derselbe in der Entwicklung von T 
nur dann ohne weiteren numerischen Factor als Entwicklungscoefficient vor, 
wenn die Exponenten p, p t . . . p n sümmtlich von einander verschieden sind. 
Bedeuten dagegen a, b, . . . h ganze Zahlen, deren Summe —n~\-\ ist, und 
finden sich unter den Exponenten a weiche = p, b welche = q, etc. . . . 
h welche =* sind, so kömmt in der Entwicklung von T die symmetrische 
Function (5.) mit dem Factor 

JV= 1.2...äx1.2...*X ... X1.2..A 

behaftet als Entwicklungscoefficient vor. Unter der Voraussetzung, dafs zwischen 
den Exponenten p, p t . . . p H dife soeben angenommenen Coincidenzen stattfin«» 
den, ist daher die symmetrische Function (5.) nur dann ein ganzzahliger Au»» 
druck der Coefficienten von /*, wenn in der Entwicklung von der sie ent- 
haltende Entwicklungscoefficient durch JV (heilbar ist. Diese Theilbarkeit bleibt 
also zu beweisen übrig, d. h. es bleibt zu zeigen, dafs, wenn in einem Terra 
der Entwicklung von die Variablen /, t i9 .. t n in irgend einer Ordnung 

genommen zu den Exponenten — (p-\-\), — (/>i-fl) 0*«-fl) erhoben 

sind, und diese Exponenten resp. zu a, zu b, . . . zu h coincidiren, dafs dann 
der Coefficient dieses Terms durch A 7 «heilbar ist. 

Der Beweis dieser Theilbarkeit beruht nun attf folgenden beiden 
Punkten : 
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I. Anstalt die Exponenten — (/*-f"l), — (/^-j-1), ••• — (/*»-{- 1) resp. 
za a, ku b . . . zu h coincidiren zu lassen, setze man fest, dafs die Variablen 
/, t t . . .t n in denselben Anzahlen coincidiren, sodafs a derselben —x,b der- 
selben = y, etc. . . . endlich h derselben == w werden , und stelle sich die 
Aufgabe, den Werth von unter dieser Hypothese zu bestimmen. 

unterscheidet sich von dem Quotienten jr- nur dadurch, dafs der 

constante Factor ü(a, a k . . . a n ) im Zähler und Nenner fortgehoben worden 
ist. Jede der Determinanten D und A verschwindet, sobald Coincidenzen 
zwischen den Variablen eintreten. erscheint daher in dem vorliegenden 
Fall unter der Form %. Aber während bei Functionen von mehreren Varia- 
blen % im Allgemeinen unbestimmt ist, hat es hier einen völlig bestimmten 
Werth, und dieser Werth kann nach denselben einfachen Regeln ermittelt 
werden, welche in der Differentialrechnung in Bezug auf Functionen von einer 
Variablen angegeben zu werden pflegen. Durch gehörige Anwendung dieser 
Regeln gelangt man zu dem Resultat, dafs unter Annahme der festgesetzten 
Coincidenzen der Variablen die erzeugende Function dem iV fachen einer 
Function von x, y . . .w gleich wird, welche nach fallenden Potenzen dieser 
Variablen entwickelt, lauter ganze und ganzzahlige Ausdrücke der Coefficienten 
von fz zu Entwicklungscoefficienten hat. Dies kann man auch so ausdrücken: 
Läfst man in der Entwicklung von nach fallenden Potenzen von t, t t ,,.t n 
die Variablen resp. zu a, zu b, ... zu h in die Werthe x„ y . . . w coinci- 
diren, so werden in der so reducirten, nach fallenden Potenzen von x,y,...u> 
geordneten Entwicklung alle Coefficienten durch A'=1.2...i»xl.2...6x • • • 
. . . Xl .2 . . . h theilbar. 

IL Auf dieses Resultat sich stützend beweist man die oben ausge- 
sprochene auf den Fall coincidirender Exponenten bezügliche Theilbarkeit der 
Entwicklungscoefficienten von 0, und zwar folgendermafsen. Indem man die 
Anzahl der Zahlen a, b, . . . h mit fi bezeichnet, nimmt man an, die behauptete 
Theilbarkeit finde statt, so lange [i einen der Werthe n-f 1, n, n—\ ...v\-l 
hat, und beweist, dafs unter dieser Annahme die Theilbarkeit auch für u = v 
stattfinden mufs. 

Es sei für einen bestimmten Entwicklungscoefficienten fi = v. Man 
theile die Variablen t, l t . . .l n in v Gruppen, von welchen die erste die ersten 
a Variablen, die zweite die folgenden b Variablen etc., die letzte die letzten 
h Variablen in sich begreife. Hierauf theile man die Glieder der Entwicklung 
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von in zwei Klassen. Man setze in die erste Klasse diejenigen Glieder, 
in welchen die Variablen je einer Gruppe zu einem und demselben Exponenten 
erhoben sind, in die zweite Klasse alle übrigen Glieder. Lfifst man nun die 
Variablen der ersten Gruppe in den Werth x, der zweiten in y, etc. der 
letzten in u> coincidiren, so reducirt sich (in Folge der für fi>r angenom- 
menen Theilbarkeit) der in der zweiten Klasse vereinigte Theil der Entwick- 
lung von auf lauter Glieder, deren Coefficienten durch JV theilbar sind. 
Da aber dasselbe unter I. von der ganzen Entwicklung von bewiesen wor- 
den ist, so gilt es auch von dem in der ersten Klasse vereinigten Theil für 
sich. Dies Resultat ist gleichbedeutend damit, dafs die zu beweisende Theil- 
barkeit für fi = v stattfindet, vorausgesetzt, dafs sie für fi>r wahr ist 
Für /i = n-fl ist sie evident, weil dann N— 1 ist, folglich gilt sie auch 
für fi = n, folglich auch für /i = n — 1, etc. folglich allgemein. 

Schliesslich sei noch bemerkt, dafs für die speciellen symmetrischen 
Functionen (5.), in welchen eine gewisse Anzahl von Exponenten, z. B. p m , 
p—n ••• Pm+i verschwinden, eine specielle erzeugende Function aufgestellt 
werden kann, welche nur m-fl Variablen enthält Ihr Ausdruck durch die 
Coefficienten von fz ist dem Ausdruck ganz analog, afimlich: 

(6 .) ( -i r « gfr" -qy jUg.... M B Jfr '''£>) 

K J ' JI(f i t t • • • tm) Öt 8t t dt m \ ftft t ... ft m / 

Man erhalt denselben als die Grenze, welcher sich für unendlich grofse Werthe 
von C+t, / m+2 , . . . /. der Ausdruck < m +i •'«.+«• . • '•• nähert. Die Functionen, 
welche in diesem Falle die Determinanten D und A vertreten, sind weniger 
einfach als jene Gröfsen, sie gehen aus denselben durch Anwendung des so- 
genannten Laptace'schen Determinantensatzes hervor. 

Für m=0 wird der Ausdruck (6.) die bekannte erzeugende Function 
der Potenzeasummen von a, a x . . . a. , nfimiich jt -j— • 
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12. 

Die Reduktion der elliptischen Integrale in ihre 

kanonische Form. 

(Von Herrn E. Heine.) 



Äeit langer Zeit kennt man die Formeln, durch welche das Integral 

dx 



»=fl 



g 

in die kanonische Form der elliptischen Integrale verwandelt werden kann, 
wenn aufser g und h anch die Constanten a, ß, etc. reell sind. Ein beson- 
derer Fall, in dem diese Constanten imaginär waren, — derselbe welcher 
§. 26 behandelt ist — wurde Veranlassung zu dieser Abhandlung, in welcher 
die Transformationsformein für den Fall zusammengestellt sind, dafs a, eto. 
beliebige imaginäre Gröfsen bedeuten, die besonderen Fälle eingeschlossen, 
dafs die Constanten sämmtlich oder theilweise reell oder rein imaginär werden. 
Es zeigt sieb, dafs dann H in die Form 

zerlegt werden kann« wo M eine gewisse, von den gegebenen Constanten 
einfach abhängende Gröfse bezeichnet, wo ferner u aus der Summe oder 
Differenz eines gewissen Vielfachen des ganzen elliptischen Integrals K und 
eines zweiten elliptischen Integrals in der kanonischen Form besteht, und v 
wie u zusammengesetzt ist, nur dafs die Integrale welche v ausmachen den 
complementären Modulus zu dem in u vorkommenden haben. Die eben er- 
wähnten elliptischen Integrale haben sämmtlich reelle Grenzen, die positiv und 
kleiner als 1 sind, so dafs wenn der Modulus reell ist, unsere Aufgabe gelöst 
ist. Wird aber der Modulus imaginär, so kann man sie in Abehche Integrale 
zerlegen. Die Formeln hierzu sind im §.18 zusammengestellt; sie sind der 
bekannten Abhandlung von Jacobi entlehnt. 

Der Gang der Rechnung, welche anzustellen war, ergiebt sich leicht. 
Es läfst sieb H mit Hülfe bekannter Transformationsformeln in das Produet 

eines Factors -=y und eines elliptischen Integrales J in der Hanplform zer- 
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legen, dessen Modulus x, (oder wenn x imaginär ist, die Norm von #) kleiner 
als 1 ist, dessen Grenzen aber imaginär sind. Man kann die Transformation 
so einrichten, dafs x nicht rein imaginär, sondern entweder reell oder complex 
ist. Diese Umformungen findet man im zweiten Abschnitt §. 19. 
Das Integral J oder 

dz 



A 



auf welches man so geführt wird, ist ein vollständig bestimmtes, indem z 
ein gegeben** Intervall auf gegebene Art durchläuft, und auch die Zeichen 
der Quadratwurzeln bekannt sind, wenn nur das der Quadratwurzel, welche 
in H vorkommt, gehörig bestimmt ist. Dazu reicht im Allgemeinen aus, dafs 
man das Zeichen derselben für irgend einen Werth von x kennt. 

Die Zerfällnng von J in ii-ffe bildet ausschliefslich den Gegenstand 
der ersten Abtheilung. Nachdem im §. 1 die bekannten Additionsformeln der 
elliptischen Functionen zusammengestellt, und im §• 2 durch andere ersetzt 
sind, welche für die Rechnung bequemer zu sein schienen, wird im §. 3 zu- 
nächst darüber gehandelt, ob J einen bestimmten Werth hat. Darauf beginnt 
die Zerfällung und zwar zunächst für den Fall, dafs x reell ist. Diese macht 
zwei verschiedene Untersuchungen nöthig; zuerst ist es nöthig, den Werth 
von sin am u und sin am v zu kennen, den bereits Bichelot für ein reelles x 
angegeben hat. Man findet ihn §. 6 und §. 10, vereinfacht §. 11. Die An- 
zahl von Vielfachen der Perioden, welche hinzuzufügen sind, die zweitens 
bestimmt werden mufs, ist §. 7 — 9 und §. 12—16 aufgesucht. §. 5 enthält 
eine häufig angewandte Transformationsformel, und §. 27 ihre Verallgemei- 
nerung. §. 20—25 ist ein interessanter specieller Fall behandelt, ans dem 
die Resultate des §• 26 folgen. 



1. Abtheilung. 

§. 1. 

Das Fundament für unsere Untersuchungen bilden die bekannten Ad- 
ditionsformeln der elliptischen Functionen. Bezeichnet x eine reelle oder ima- 
ginäre Gröfse, deren Modulus kleiner als 1 ist, sind ferner a, ß, z reelle 
oder imaginäre Functionen einer reellen Gröfse x, welche durch die drei 
Gleichungen 
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Mz = «,/i— /^yi—^/f-f /?yi— «v 1 — «*« 



2 

T 



Myl — z 2 = fl — a 2 Jl—ß' — aß)'l — x'ä l y'i — x i ß' 



zusammenhangen, in denen man zur Abkürzung 

M = \-x l a x ß i 
gesetzt hat, 90 wird 

dz da dß 

dx djr , dx 



Denkt man sich z. B. a und /?, so wie die Zeichen der Quadratwurzeln 
auf der rechten Seite gegeben, so bestimmt die erste Gleichung schon voll- 
kommen den Werth von z, während die beiden anderen dazu dienen, die Zeichen 

von yi—2 2 und \l — *V festzustellen, welche willkürlich angenommenen 
Zeichen der vier anderen Wurzelgröfsen entsprechen. 

Obgleich diese Formeln unter der Voraussetzung bewiesen zu werden 
pflegen, dafs a, ß, x reelle Gröfsen sind, so gelten sie bekanntlich noch fOr 
imaginäre Werthe derselben. Setzt man ß — yi } wo y wieder imaginär sein 

kann, and darauf y ==-==-, wählt dann fflr a und fT die Buchstaben a 

und b, so erhält man den Satz: 

Sind a, b, z Functionen von x, und finden zwischen ihnen die drei 
Gleichungen 



,2^.2 



iVs = ayi — «?**-{ i*yl-«Vl -Pji-x'd 



(1.) < xV)/l-« 1 = >l-« 2 yi 6 2 -i«ft)'l-*V|/l-*?A 5 



iV>/l — x 7 z l = yl — A 2 yi-*Vyl — x]b' — ix 7 abj\ — «* 
Statt, wo zur Abkürzung 

gesetzt ist, so wird 

z' _ a* , , <y 

yT^pyi— ««a 1 yTzr^yrZx^r* "■" vi— 6*yi— xj6*' 

Hier bedeuten a', b', z' die Differentialcoefficienten von a, b, % nach x, ferner 

x, eine yi — x\ Die Zeichen der sechs Quadratwurzeln können beliebig ge- 
nommen werden, wenn sie nur den Gleichungen (1.) genügen. Natürlich 

26* 
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müssen sie in den drei Gleichungen (1.) und in der Differentialgleichung die- 
selben Werthe haben. 

Um sich von den verschiedenen Methoden, durch welche diese Glei- 
chungen hergeleitet werden, unabhängig zu machen, kann man dieselben veri- 
ficiren. Dividirt man die erste Gleichung in (1.) durch N, differentiirt sie 
dann nach x, und dividirt durch das Product der beiden anderen, so findet 
man ohne grofse Rechnung die Differentialgleichung. Eben so leicht zeigt 
sich, dafs wenn die rechte Seite der ersten Gleichung in (1.) gleich N% ge- 
setzt ist, das Quadrat der rechten Seite der zweiten und der dritten resp. 
iV 2 (l-* 2 ) und JV 2 (1 — x 2 * 2 ) ist. 

Aus der Gleichheit zweier Functionen folgt auch die ihrer bestimmten 
Integrale zwischen beliebigen reellen Grenzen g und h. Daher lfifst sich die 
Differentialgleichung auch durch 

VL\ /* * d * __ /* afdx , . /* Vax 

ersetzen. 

%. 2. 
Pflr einen grofsen Theil der folgenden Rechnungen sind die Glei- 
chungen (1.) nicht bequem; man kann für sie das System von drei anderen, 

nimlich 



(3.) yi—Ä'yi—** = yi—o 2 — iii*yi— x 2 « 2 



(4.) «|/1 — Pj\ — *V = i*^l-a 2 -f «yi — x 2 « 2 



(5.) zj\ — *JA 2 «= a-f »11 — a 7 i\ — *V 

einführen, die sich leicht aus den ersten herleiten lassen. Beide Systeme sind 
offenbar gleichbedeutend. 

Anmerk. Ebenso wie die Gleichungen (1«) ans den bekannten For- 
meln für sin am (w -f v) i cos am (ti -fr), ^am(ti-fv) folgen, so lassen sieh 
3, 4, und 5 aus den Formeln 

cosam(«-f v) = cos am neos am r— sinamt*sinamt?^am(t*-f-t?) 

ferner aus 

sin am (ti-{- v)Jsmv = sinamwco8amr-|-8inamrco3amttz/am(ti-}-0) 

und der Gleichung herleiten, welche aus letzterer nach Vertauschung von m 
mit v entsteht. 
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§. 3. 



Das Integral 



r h z'dx 

J l/l — *»l/l— *«*« ' 



über dessen Zerlegung in dieser ersten Abtheilung gebändelt wird, ist ein 
fest bestimmtes, wenn anfser den Grenzen g und h auch die Function 
unier detn Integrale gegeben ist. Zu dem Letzteren reicht es aber nicht 
hin, wenn aufser dem Modulus x noch der Gang von z, d. h. die Art bekannt 
ist, auf welche z von x abhängt : es mufs auch noch das Zeichen der Qua- 
dratwurzeln, oder wenigstens das Zeichen ihres Productes gegeben sein. 

Wir nehmen an, dafs z sich stdtig ändert; alsdann kann das Zei- 
chen der Quadratwurzeln in J so bestimmt sein, dafs dieselben sich gleich- 
falls stdtig ändern, oder so, dafs sie zuweilen endliche Sprünge machen. 
In dem letzten Falle kann man J in eine Summe von Integralen derselben 
Form zerlegen, von denen jedes sich in dem ersten Falle befindet. Wir 
werden deshalb, ohne die Allgemeinheit zu beschränken, annehmen, dafs die 
Zeichen der Quadratwurzeln in J so bestimmt sind, dafs die Quadrat- 
wurzeln sich continuirlich ändern. 

Die Bestimmung, welche hier getroffen wurde, ist nicht gleichbedeutend 
mit der, dafs der reelle Theil der Quadratwurzeln ein bestimmtes Zeichen be- 
halten soll. Ganz abgesehen davon, dafs bei der letzteren Festsetzung das 

Zeichen unbestimmt bleibt, wenn z. B. in j/1 — z 2 die Gröfse z reell und gröfser 
ab 1 wird, so würde auch bei derselben die Continuitftt unterbrochen werden, 
wenn z von einem Werthe mit positivem imaginären Theile zu einem anderen 
mit negativem durch einen reellen Werth übergeht, der gröfser als 1 ist. Die 
Behandlung eines Integrals J bei solcher Bestimmung würde daher eine Zer- 
legung nöthig machen, wie sie oben angedeutet ist. 

Kennt man das Zeichen der Wurzeln für ' irgend einen Werth 
von x, so läfst es sich nach unseren Festsetzungen für jeden anderen Werth 

von x ableiten, wenn z nicht dazwischen durch ±1 oder + — gegangen ist. 

Wir zerlegen deshalb unser Integral noch weiter in eine Summe solcher, in 
denen * entweder Oberhaupt nicht, oder nur an der unteren, oder nur an der 

oberen, oder an beiden Grenzen den Werth ±1, ± — , — wir fügen noch 

aus Gründen, die spfiter klar werden, hinzu — annimmt. Jedes von diesen 
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Integralen ist bestimmt, wenn man aufser den Constanten g y h, * und dem 
Gange von z noch das Zeichen der Wurzeln für irgend einen Werth von x, 
z. B. för den Anfangswerth g kennt. Von nun an soll J ein solches Integral 
vorstellen. 

§. 4. 

Was oben Ober Continuitfit oder Discontinuitfit der Wurzeln gesagt 

wurde, zeigt sich leicht durch Anwendung der bekannten Formeln, welche 

die Ausziehung von Quadratwurzeln aus imaginären Ausdrücken betreffen. Man 

kann sich zu diesem Zwecke auch der nachfolgenden Transformation bedienen, 

die sich auf die Föhn jte 2 — (m -}- ni) 2 bezieht, wenn c, m, n reelle Zahlen 
bezeichnen, und c positiv ist. 

Man kann aus diesen Gröfsen durch die Gleichungen 

c = psind 
n = j/p 2 — in 2 , cos 
die elliptischen Coordinaten p und 6 finden, und zwar sind p, sin >und cos 

vollkommen bestimmt, wenn p und yp 2 — m 2 reell und positiv und auch reell 
genommen wird. Denn die Gleichung 

hat, da 

p* (p 2 — m 2 ) - nV — <?(<? — m 2 ) 

für p 2 gleich oo, in 2 und resp. positiv, negativ und positiv wird, nur einen 
positiven Werth für q\ der gröfser als m 2 ist. Man findet dann 



e* 



JC 1 — (fit -f- IM) 2 = + (}V — I» 2 — IUI COS Ä). 

Um diese Formel auf }'\ — z l und yl— *V anzuwenden, hat man c — 1 und 
* oder resp. xz gleich m-f m zu setzen. 

§. 5. 
Man zerlege nun J nach der Formel (2.) in die Summe zweier In- 
tegrale und versuche a und b so zu bestimmen, dafs sie reell und kleiner 
(nicht gröfser) als 1 werden. Eine Zerlegung von J in die Summe zweier 
elliptischen Integrale kann natürlich auf unendlich viele verschiedene Arten 
Statt finden ; aber die Bedingungen, welche wir so eben hinzufügten, bestim- 
men vollkommen eine Zerlegung. 
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Um dieselbe zu bewerkstelligen, ist es nothwendig, erstens die ZaAl- 
werthe von a und b, dann auch die Zeichen von a, b, yi — a 2 etc. oder 
wenigstens gewisser Combinationen derselben anzugeben. Zu dieser Bestim- 
mung reichen die sechs Gleichungen aus, die man aus 3, 4 und 5 erhält, in- 
dem man ihre reellen und imaginären Theile für sich gleich setzt. Damit dies 
bequemer geschehen könne, bezeichnen wir die zu z, x, x x conjugirten Zahlen*) 

mit £, y, Yi'i ferner die zu }fl — z 2 , yi — s 2 « 2 , y 1 — *V, etc. conjugirten 

Zahlen mit yi — 1> 1 , yi — y 2 ?*, yi — y 2 « 2 , etc. und fähren endlich folgende 
häufig vorkommenden Verbindungen ein: 



p = yi— *»**+yi— y*p 
qi = yr=v"-yT3£ 5 

r = yT=r? yi-^^+yT^ 2 yi-* 2 * 2 , 

so dafs also /*, q> r bekannte reelle Gröfsen sind. 

Da der besondere Fall, dafs x reell also y = x wird, von Interesse ist 
und eine einfachere Behandlung gestattet, so wollen wir uns zunächst mit ihm 
beschäftigen. 

Besonderer Fall: * ist reell. 

§. 6. 

Um den Werth von a zu finden, setzen wir die imaginären Theile von 
(3.) gleich, ebenso die reellen und erhalten 



(a.) abp = — q^l — b 7 



ap = (*-[.£) yi_Ä*yi_xV. 
Statt der letzten Gleichung benutzen wir dije folgende: 



Aus (a.) und (/?.) eliminirt man b, indem man beide zum Quadrat erhebt, und 
dann eine von der andern subtrahirt. Dadurch ergiebt sich der gesuchte Werth 

Aus (5.) läfst sich b finden, indem diese Gleichung wieder in zwei zerfällt 
wird, von denen die eine 



*) Bekanntlich heifst a — bi die zu «-f-M conjugirte Zahl. 
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ist, die andere gleichfalls linear nach yi— a 2 . Eliminirt man diese Gröfse, so 
findet man ' * 



(7.) j\-W 



up 



Anmerk. Im 45 steB Bande dieses Journals giebt Riehelot p. 227 For- 
meln für a und yi — *iA% die in anderer Gestalt auftreten. Wenn wir unsere 
Bezeichnung beibehalten, so sind seine Ausdrücke 



f6*) rr - + f^W-n~*tr=i 

(7») yT=^P = + yi+*^ m 

Die Uebereinstimmung dieser Werthe mit den obigen ergiebt sich leicht. Multi- 
plicirt man nämlich Zähler und Nenner in (6.) mit 2, so sind dieselben un- 
mittelbar die Quadrate der Zähler und Nenner von (6*.). Die Gleichheit 
der andern Formeln zeigt sich, wenn man Zähler und Nenner in (7.) mit 

yi-x 2 « 2 — yi — * ? £* multiplicirt, und die Identität 



(yi-f**yi-f-*£-yi-**yi— xt? = 2(i+ sziz-fi— xvyi-* 2 ?) 

benutzt. 

Die gefundenen Werthe von a und b sind offenbar reell, man siebt 
ferner leicht ein, dafs sie kleiner als 1 sind. Zunächst folgt nämlich aus 



(«.), dafs yi — b 2 reell, d.h. dafs *<1 ist- Ferner sieht man aus (y.), 
dafs y 1 — a 2 reell, d. h. ä<1 ist. 

Ferner sind a 2 und b 2 coniinuirliehe Functionen von x. Es könnte a 2 
nur discontinuirlich werden, wenn der Nenner in (6.) verschwindet, d. h. wenn 
zugleich s-f £ und p gleich sind. Es ist aber s-f£=0, wenn z rein 
imaginär = ro ist; dann wird p = 2y / l^x 2 n\ also gewifs nicht 0. Aus (ßJ) 
folgt die Continuität von b 2 ; selbst wenn *-{-£= ist, mufs b 2 continuirlich 
bleiben, indem selbst in diesem Falle, d. h. für ein rein imaginäres z der 

ui Vi z* yi £* C4-z 

Ausdruck —f T = i r-f — £- 3= _ = Jp_— -— continuirlich bleibt, und 

yi — i?a 2 nie verschwindet. 

Einfache Combinationen der Gleichungen des vorigen Paragraphen lehren, 
für welche % die Gröfsen ä 2 und b 2 ihren gröfsten und kleinsten Werth 
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1 und erreichen. Es wird 

i?=zz0; wenn z rein imaginär ist, 

et = i ; wenn z reell ist, und dabei zwischen 1 und — liegt, 

A* = 0; wenn z reell und <C 1, 




je 



b 7 =i- wenn z reell und > — • 

Die Grenzfälle- sind hier flberall eingeschlossen; z.B. wird a noch gleich 
für s = 0. 

Stellt man die imaginären Gröfsen auf bekannte 
Art geometrisch dar, nimmt die Achse der X als *' 

Achse des Reellen (Fig. 1.), die der Y als Achse r 

des rein Imaginären, sind ferner AX und A Y die 

positiven Seiten, so kann man die Werthe 1 und — 

durch M und N repräsentiren (indem man x die 

positive Wurzel aus x* nennt), — 1 und 

durch M' undiV. Es wird dann « = für alle 
Puncte, die in Y'Y liegen; o 2 =l für die Linien 
MZVund M'N'; es wird *=0 für das Stück MM; 
**=1 für AßT und NW. 

§. 8. 
Indem wir nun zur Zeichenbestimrnuny übergehen, bemerken wir vor- 
läufig, dafs es nur nöthig ist, die Vorzeichen der beiden Ausdrücke 

fl yTZ^Yl_*V = A 
bfiZl?j\-x[b 2 = B 
zu kennen; die Zeichen der sechs Factoren von A und B bleiben der Natur 
der Sache nach unbestimmt. Nachdem §. 7. gezeigt wurde , dafs o 2 und b 2 
continuirliche Functionen von x sind, wird sich zunächst beweisen lassen, 
dafs auch A und B continuirlich sind, ihr Zeichen also nur für a = 0, 
4 = 0, n* = l, b 7 = i ändern können. 

Zur Abkürzung soll [Z] entweder -f 1, —1 oder Null vorstellen, je 
nachdem Z positiv, negativ oder Null ist. 

Hultiplicirt man die reellen Theile der ersten und zweiten Gleichung von (1.) 
mit einander, und dividirt durch den reellen Theil der dritten , so findet man 

1i—x % a % P 

Jourmtl f. d. M. Bd. L1I1. Heft S. 27 
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und auf Ähnliche Art: 



» yrzp+yi^ 1 



Da /> nur verschwindet, wenn yi — ** « l rein imaginär, d. h. z reell und 
ist, und in diesem Falle auch yi — «*-f yi — ^ = 0, der Quotient 

yi=?+yiz? 

aber gleich 



X 



«■ y\— *v— yi— *t 

ist, und gewifs nicht verschwindet, so ist die rechte also auch die linke Seite 
der ersten von den vorstehenden Gleichungen continuirlich. Auf ähnliche Art 
folgt die Continuität beider Seiten der zweiten Gleichung. Da ferner 1 — xV 
nie verschwindet, so sind A und B continuirlich, und ihre Zeichen sind durch 
die Gleichungen 



1 J ~ L * yi=?+yi=p J 



gegeben. Will man also den Zeichen von A für den ganzen Lauf von * 
folgen, so wird man zunächst aus den Anfangswerthen von z das Anfangs- 
zeichen von A berechnen; dasselbe Zeichen von A bleibt sicher so langte, 

bis a gleich oder ± 1 wird , d. h. (§. 7.) bis z rein imaginär oder reell, 

1 
gröfser als 1 und kleiner als — ist. Erst dann hat man eine neue Rechnung 

ffir [A] anzustellen. Ähnlich ist es mit [B], 

Diese neue Rechnung, oder vielmehr die jedesmalige Wiederholung 
derselben Rechnung an den kritischen Stellen kann man jedoch ersparen. Wird z 
wie oben gleich m -f ni gesetzt, so sind jene kritischen Stellen die, an denen 
•» oder n verschwindet; je nachdem die verschwindende Gröfse ihr Zeichen 
behält oder wechselt, wird auch A oder B sein Zeichen behalten oder wechseln. 

Um dies zn zeigen, kann man auf die Formeln des §. 4. zurückgehen. 
Verschwindet zunächst m an einer Stelle, so wird yi — z 2 eine reelle Gröfse, 
die dasselbe Zeichen bat wie der reelle Theil dieser Wurzel fflr das unmittel- 
bar vorhergehende oder folgende z. Es folgt ferner daraus, dafe der imaginäre 
Theil der Wurzel sein Zeichen behält oder wechselt, je nachdem m es behält 
oder wechselt. Das Gleiche gilt von yl — x 2 z 2 . 
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Verschwindet n an einer Stelle, so sind bei Betrachtung von j/1 — s 2 
zwei Fälle zu unterscheiden. Ist erstens m<l, so wird der reelle Theil 
der Wurzel sein Zeichen behalten, der imaginäre es mit n zugleich wechseln. 
I?t zweitens ifi>i, so wird der imaginäre Theil sein Zeichen behalten, der 

reelle es mit n wechseln. Hieraus folgt ferner fflr yl — x*s&, dafs wenn m< — 



ist, der reelle Theil sein Zeichen behält, der imaginäre es mit n wechselt; 
wenn m> — *. so behält es der imaginäre, während der reelle es mit n wechselt. 

Unter Anfangswerth von [A] und [B] verstehen wir den, welcher zu- 
erst nicht Null ist. 

Es läfst sich nun leicht erkennen, ob an einer kritischen Stelle A und 
B ihr Zeichen ändern. Wird a = d. b. geht z durch das rein Imaginäre, 
so wird ?-j-£ = 2i?i sein Zeichen mit tu wechseln. Die übrigen Gröfsen in 
[A] behalten ihr Zeichen; also wechselt A sein Zeichen mit m. Wird o 2 — 1 

so geht z durch den reellen Werth m, der gröfser als 1 und kleiner als — 



ist. Also behält *+£ = 2ro sein Zeichen , ebenso }/! — *** 2 -f*yi — **£** 
während j/1 — « 2 -}-yi — S 2 es mit n wechselt; also wechselt A sein Zeichen 

mit n. Ist 6 = so erhält * einen Werth m, der kleiner als 1 ist; ^LZI* 

ist 2n und wechselt daher sein Zeichen mit n. Es wechselt also B sein Zei- 
chen mit it. Wird b 2 = 1 , sq ist z und xz gröfser als 1 ; es wechselt also 
B sein Zeichen mit n. Wir haben also folgende Resultate: Wechselt der 
reelle Theil von z sein Zeichen, oder wechselt der imaginäre Theil von z 

sein Zeichen, während hierbei der reelle zwischen 1 und — liegt, so wechselt 

es auch, und nur in diesen Fällen, A; es ist dann der Werth von a 2 resp. 
oder 1. Wechselt der imaginäre Theil von z sein Zeichen, und ist der reelle 

dabei < 1 oder > — , und nur dann wechselt B '&' 

x ' v 

sein Zeichen; es ist dann b 2 resp. oder 1. Geo- 
metrisch genommen wechselt A sein Zeichen, wenn 
die Curve z die stärker gezogenen, B wenn sie die 

schwächeren Theile der Achsen in Fig. 1 . durch- * % x* 

schneidet, und zwar bedeuten der Reihe nach die 
obigen vier Fälle, dafs die Curve z die Achse Y'Y, 
das Stack MN oder MW, drittens SXM und vier- 
tens NX oder JWX' durchschneidet. fr' 

27* 
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Solange [A] = oder [B] = behält a und resp. b denselben Werth ; 
z bleibt dann auf einer der Achsen. 

Wir folgen nun dem Laufe von z und bezeichnen der Reihe nach die 
Wertbe von a und b, bei denen eine solche Zeichenänderung Statt findet, 
oder vielmehr ihre Zahlwerthe mit a x , a 2 , ... a m , resp« mit /? M /? 2 , ... ß H . 
Die a und /? sind also und -f 1. Es seien ferner «o, ü, /? , 8 die Zahl- 
werthe von den Anfangs- und Endwerthen von a und b, die also aus (6.) 
und (7.) berechnet werden, indem man in diese Formeln das % einsetzt, 
welches x = g und x = h entspricht. Die Anfangswerthe von [A] und [B] 
seien endlich [JJ und [B {) ], 

§• 9. 
Nach diesen Vorbereitungen hat die Zerlegung von J, d. h. also von 

f d* 

wo z auf gegebenem Wege von einem gegebnen Anfangswerthe zu einem 
gleichfalls gegebnen End wertbe wächst, keine Schwierigkeiten. In die For- 
mel (2.) hat man für a und b die Werthe zu setzen, die ihnen nach §. 6. zu- 
kommen. Sind nun a und ß die Zahlen werthe von a und b, und verstehen 

wir unter j/1 — a 1 , j/1— x*a 2 , yi — ß*, yi — x\ßP die positiven Wurzeln, so 
wird fflr das Glied 

in (2.) jetzt 

\A\ , .1 „, ,, [B] * 



selbst an den Stellen zu setzen sein, an welchen [A] und [B] Null sind (weil 
fflr diese a und b constant sind). Zerlegen wir die beiden Integrale auf der 
rechten Seite in eine Summe • solcher, in denen A und B ihre Zeichen nicht 
ändern, so wird schliefslich 



(8.) 






Die Function, welche unter dem Integrale steht, ist in der ersten Zeile 
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t m *L , , , in der zweiten , ^ >. . , and der Werth eines jeden 

Integrales, mit Ausnahme, des ersten und letzten jeder Zeile, in der ersten 
oder K, in der zweiten oder K'. Man wird also die Zerlegung leicht vor- 
nehmen können, es mag z analytisch gegeben oder als Curve gezeichnet sein. 
Als Beispiel wählen wir einen besonders wichtigen Fall, nämlich den, 
wo z in J von zu einem gegebnen Werthe Z gebt, ohne jemals rein reell 

oder imaginär zu werden. Für z = mögen jfl — z 2 und }/l — x 2 z 2 gleich 
-f 1 sein. Es ist also z eine beliebige Curve oder Gerade, die A mit Z ver- 
bindet, ohne die Achsen zu schneiden. Es ist dann [A^] offenbar -fl, wenn 
Z im ersten oder vierten Quadranten liegt, sonst — 1; [B {) ] gleich -fl? ^ ör 
ein Z im ersten oder zweiten Quadranten, sonst — 1. Ferner ist a t) =/S ==0. 
Ä und 33 werden nach (6.) und (7.) fQr z = Z berechnet, and dann ist J 
die Stimme der zwei Integrale 

t Jo l/ y,_«. y"_ x . a . + W/ li-Mi-^p ' 

Man wird übrigens leicht bemerken, dafs durch (8.) die Eigenschaft der 
PeriodiciMt für die elliptischen Integrale streng bewiesen ist 

Allgemeiner Fall: * ist imaginär. 

§. 10. 

Die Untersuchungen der vorigen Paragraphen lassen sich leicht auf den 
Fall ausdehnen, dafs x eine imaginäre Zahl ist; der Fall, dafs x rein imaginär 
wird, der sich auf den eines reellen x ohne Mühe zurückfahren läfst, soll hier 
ausgeschlossen werden. Den reellen Theil von x denken wir uns positiv, xy 
wie früher (§. 1.) kleiner als 1. 

Entsprechend dem §. 6. werden hier die Formeln für a und * ent- 
wickelt. Dazu bedienen wir uns der Gleichung 

(J.) abp = -qfT^P 

und einer sweiten, die ans Gleichsetzung der reellen Theile von (3.) entsteht; 
diese geht mit Hülfe von (<?.) in 

(«.) abr = — qii— <£ 

Ober. Die Elimination von a oder b aus (<?.) und (*.) giebt 

(9.) pW-rfipt-f-r 2 )-? 2 = 

(10.) r*b*-6 2 (f*-p'-q 2 )-f = 0, 
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so dafs a und b aus bekannten Stücken p, q nnd r gefunden werden können. 
Es ergeben sich nämlich für a 2 nnd V die zwei Wertbe 

( U.) «■ . '-fr**** 



(«., y - H-^y±yg 



wenn /> gleich (<? + •*— /OH 4pV gesetzt ist. Es läfst sich übrigens D 
auch als Produet 

(r\p+v)( rJ rP— V)iT— />+?•) (r— p — qi) 

darstellen. 

§. 11. 
Die gefundenen Werlhe genügen zwar den ursprünglichen Gleichungen, 
lösen unsere Aufgabe aber nur dann, wenn a und b reell und kleiner als 1 
werden. Mab wird deshalb in (11.) und (12.) nur die oberen Zeichen neh- 
men dürfen; die zweite Lösung ist zu verwerfen. In derThat wird die linke 
Seite von (9.) für «*= 1, 0, — <x> resp. positiv, negativ, positiv, also liegt 
eine und nur eine Wurzel a a zwischen und 1, die andre ist negativ. Ebenso 
verbalt es sich mit b 2 . Wenn wir von nun an über die Wurzeln a 2 und 6* 
der Gleichungen (9.) nnd (10.) handeln, so sind diese allein hierher gehöri- 
gen mit den oberen Zeichen gemeint. Zur bequemeren Berechnung derselben 
kann man nacb Anleitung des §. 4. 

r = psinö 

q « y^—pPcosO 

setzen, wodurch man 

Ia = +cos0 

erhält. Die Vorzeichen bleiben natürlich unbestimmt. 

Im Folgenden werden a und b für besondere Wertbe von z zu be- 
trachten sein; dabei wird man oft bequemer auf (9.) und (10.) als auf die 
aufgelösten Gleichungen zurückgehen. In einem Fall ist besondere Vorsicht 
hierbei anzuwenden, nämlich wenn man findet, einem z entspreche a = oder 
6 = 0. In diesem Falle ist nämlich zu untersuchen , ob die zweite Wurzel 
für o* resp. b 2 positiv, Null oder negativ ist, und nur in den letzten beiden 
Füllen ist wirklich die hierher gehörige Wurzel, während sie im ersten Falle 
nur die Grenze der negativen Wurzel a 1 oder P ist 



12. Heine, Reduktion elliptischer Integrale* 213 

§; 12. 

gefundenen Werthe von a 2 und b 1 sind continuirlich. Für 
keinen Werth von z können p nnd q zugleich verschwinden, da p = vor- 
aussetzt dafs xz reell und gröfser als 1, y = dafs z reell und kleiner als 1 
ist. Ist p = , so kann im Allgemeinen nicht r = sein ; denn für p = 
wird 

r = - yl-xVcyl^s 5 "- i/T^T) 

= — yf.j/1 — 7?z 2 . 

Da aber 9 mit p nicht zugleich verschwindet, so mufs xz — 1 sein, ein Fall, 
der nur am Anfang oder Ende des Laufes von z vorkommen kann. 

Es kann a 2 nach (11.) nur discontinuirlich sein, wenn es für p — Q 
unendlich wird. Aus (9.) ergiebt sich aber für p = Q 

a l =- f 



q'+r* 

also ein endlicher Werth, der auch positiv ist (da, wie wir eben zeigten, q 
nicht Null sein kann), also hierher gehört. Auch b 2 ist continuirlich; eine 
Discontinuität kann nämlich nur für r=0 eintreten, für welchen Fall nach (10.) 



b 2 = 



Q 



t 



wird, also positiv und endlich bleibt, wenn nicht auch q verschwindet, d. h. 
wenn- nicht z gerade gleich ±1 wird. Für diesen Fall wird p sicher nicht 
Null, also der obige Ausdruck für b 2 gleich Null. Dieser Werth gehört aber 
wirklich der positiven Wurzel als Grenzfall an, indem für r = und q = 
aus (9.) unser a 2 gleich 1, daher aus (£•) das hierzugehörige 6 = folgt. 

Auch hier mufs man untersuchen, an welchen Stellen o 3 und * 2 
ihre gröfsten und kleinsten Werthe 1 und annehmen. Damit a 2 = 
sei, mufs nach (9.) zunächst q — werden. Dann reducirt sich diese Glei- 
chung auf £?(a 2 p 2 — /r*-}-r 2 ) = 0, so dafs, wenn der Werth der hierher 
gehörigen Wurzel sein soll, p 2 — r 2 negativ sein mufs. Für y = ist aber 

r = p.yi — z 2 , und daher mufs — p 2 z 2 negativ, d. h. z rein imaginär sein. 
Die Bedingung q — Q wird dann von selbst erfüllt. 

Auch wenn 6 = sein soll, mnfs q verschwinden y aufserdem aber 

- — r— = — A_ z i negativ sein. Es wird aber q nur Null für ein rein imagi- 
näres z, und dann wäre jener Ausdruck positiv; oder wenn * reell und <1> 
und dann wird er wirklich negativ. Es wird also 6 = für *<1. 
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Soll ä 1 
1 fflr f = 0. 



1; wenn r 
1; wenn p 



Fig. 2. 



= 1 sein, so mufs nach (9.) nothwendig r 1 = sein ; b 7 wird 
Wir haben demnach folgende Resultate: Es ist 
0; wenn e rein imaginär wird. Dann ist q — Q. 
0; wenn «<1. Auch dann ist 9 = 0. 

= 0. 
= 0. 

§. 13. 
Diese Resultate lassen sich leicht geometrisch 
deuten (Fig. 2.). Es wird « 2 = auf der ganzen 
Achse des Imaginären Y' Y; b 7 = auf dem 
Stacke M'M der reellen Achse, wenn M und üf ' 
wieder die Repräsentanten von ± 1 sind. Es mö- 
gen N und N f wieder + — vorstellen, dann wird 

6 2 = 1 für die Geraden jNS und N'S', d. h. für die 
Verlängerung der Geraden N'AN in's Unendliche, 
indem fflr alle Puncte dieser Geraden xz reell und 
> 1 ist. Es wird endlich a 2 — 1 fflr ein Curven- 
stflck, welches in der Figur M mit N und M' mit N' 
verbindet, und welches einer Lemniscate angehört» 
Dafs die Bedingung r = wirklich eine Lemniscate giebt, läfst sich 
leicht auf folgende Art darthun. Setzt man 

und bezeichnet die rechtwinkligen Coordinaten eines Punctes z, auf die Achsen 
X'X und F'F bezogen mit m und n, so dafs *=wi-f ni und l£ = m — ni 9 
macht man ferner x 2 = ^-fAi, so wird 

also 

2w»w(l — y)-}-A((«A 2 -f »7 — (ro 2 — #t 2 )) = 0. 

Fflhrt man Polarcoordinaten ein 






h = 


= c 2 cos 2*7 


1- 


-J = 


= c 2 sin 2t] 




x/i = 


= pcosö 




n = 


= p sin 0, 



so entsteht die bekannte Polargleichung der Lemniscate 



-1 



/c os 2 (q+ 0) 
cos 2*7 
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Da der reelle Theil von x positiv ist, so liegt x im ersten oder vier- 
ten Quadranten. Im ersten Falle ist A positiv, also sin 2rj and cos 2rj positiv. 

Es ist daher die Länge des gröfsten Radios -Vector = Da ferner 

y cos 2i? 

i7<C-j-9 so durchschneidet diese Achsp den 2ten und 4ten Quadranten und 
bildet mit der Achse der X im vierten Quadranten einen Winkel, der kleiner 
als -7- ist Lag x im zweiten Quadranten, so ist jene Länge der halben Achse 

j . i ; sie geht durch den ersten und dritten Quadranten; v liegt zwischen 
y — -• cos 2$j 

JE ff 

-x und -£-* nnd die Achse bildet mit der Achse der X im ersten Quadranten 

den Winkel -g — ij. 

Diese Lemniscate genügt aber nicht der Gleichung r =0 sondern r#=0; 
es bleibt daher zn untersuchen, auf welchem Stflcke r = ist, indem nnr für 
die vier Puncto M, N, M\ N' zugleich r=0 und $=0 wird, weil fflr r=0 
und # = auch r±* = wäre. Soll r = sein, so mufs yi — £Vl — **** 
rein imaginär sein; macht man daher fflr den Augenblick 



so folgt daraus ae — bf—O, oder e:fz=b:a. Bezeichnet m eine reelle Zahl, 
so hat yi — x** 2 die Form ' a< ; es ist aber y 1 — s 2 = « — W, also 

1-**= -(l-* 2 * 2 )*! 2 , 

folglich 



Setzt man umgekehrt z 7 gleich diesem Werthe, so wird für jedes reelle 
m auch r = 0. Während m von bis 00 wächst, geht offenbar ** von 1 

continuirlich zu -y, ohne je gleich zu werden: es wird daher r = fflr 

jene Stocke der Lemniscate, die M mit N und M' mit N* verbinden, ohne 
dazwischen durch den Anfangspunct zu gehen. 

Ein ähnlicher Ausdruck, den man im Folgenden finden wird, nämlich 

stellt gleichfalls ein Lemnisoatenstfick dar. Behandelt man ihn wie den frohe- 
ren, setzt also 

v B f yi - *V *yi-yv, 

Journal f. d. M. Bd. L1II. Heft S. 28 
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so fndet man 



KW 

2 



2mn-{-A(!» , -^-f^ 2 ) , = 



oder die Poiargleichang 



— sin 20 



/=T 





Lag x im ersten Quadranten, so durchschneidet die Hauptaxe den zweiten 
und vierten Quadranten, sonst den ersten und dritten. Sie bildet mit einer 

Richtung der XAxe den Winkel 4». Die z desjenigen Tbeiles der Lem- 

niscate, welcher ii = entspricht, werden durch die Gleichung 

— * 

~" X 1 — (l* 

gegeben, wo fi irgend eine reelle Gröfse vorstellt, so dafs wieder zwei Lem- 
mscaten-SliLeke hierhergehören, welche in dem Punkte — und endigen, 

X X 

die aber in A beginnen. Es ist auch leicht zu sehen, welche von diesen 
Stocken zu nehmen sind. Es ist klar, dafs nicht für dasselbe z zugleich u 
und r verschwinden, weil nicht ein reelles in und fi existirt, fflr welche 

i+a 1 1 

4 -f-jr m isa* x 1 — fi % 

ist, weil sonst x 2 gleich der reellen Gröfse 1+^(1 + m 2 ) wäre. 

§. 14. 
Wird an einer Stelle p, </ oder r gleich 0, so können sie dann ihr 
Zeichen ändern. Offenbar ändert q sein Zeichen unter denselben Bedingungen 

wie im $.8, nämlich wenn * die Achse Y'Y 
schneidet, d. h. wenn z rein imaginär wird, und 
der reelle Theil von z sein Zeichen ändert; ferner 
auch wenn z das Stück MUH durchschneidet, d. h. 
reell und < 1 wird, und dabei sein imaginärer Theil 
das Zeichen wechselt. Es ändert p sein Zeichen, 
wenn z die Linien NS oder N'S' durchschneidet, 
d. h. wenn der imaginäre Theil von xz das Zeichen 
wechselt, und dabei xz reell und > 1 wird. End- 
lich wird r sein Zeichen ändern , wenn z eines der 
Lemniscalen-Siücke MN oder Af'iV durchschnei- 
det, was man vermittelst der Polargleichung des 
$.13 analytisch ausdrücken kann. 



Fig. 3. 
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Die letztere Behauptung erweist man durch Betrachtung des Productes 

- 2L = 2mn(l-<r)+A((w 2 + ^) 2 -(^-n 2 )), 

das für m und n gleich <x> 9 also auch für jeden Punct aufserhalb der Lem- 
niscate das Zeichen von h hat; für jeden Punct der Linie selbst ist; für 
den Punct im Innern m = ±, ri = 0, also für alle innern Puncte das Zeichen 
von —h hat. Es ändert also rs sein Zeichen, wenn z die Stöcke MN und 
M'JN' durchschneidet und zwar dadurch, dafs r durch Null geht, nicht da- 
durch dafs * verschwindet. Es hat also r das Zeichen geändert. 

§. 15. 
Auf ganz ähnliche Art wie im §.8. untersuchen wir hier die Zeichen von 

A = ayT^(yi-xV-fyi-yV) 

und bilden deshalb Ausdrücke, die mit A und B gleiche Zeichen haben; die 
Gleichungen (<?.) und (*.) des §.10 werden hierzu jedoch nicht ausreichen, 
da in ihnen yi — x 2 ** 2 und y/l — x]b 2 nicht vorkommen. Man gehe deshalb 
auf (4.) zurück, dividire beide Seiten durch z, und nehme die reellen Theile. 
Benutzt man dann die Gleichung 

die aus (<?.) und (e.) folgt, so wird 

b p 

erhalten. Eine zweite Formel, die wir hier anwenden, folgt aus (3.) und 
(4.) durch Elimination von yi — x 7 * 2 ; daraus entsteht 

f z z 

Der reelle Theil der vorstehenden Gleichung giebt 

b % zttfi-x t a*+ yi— y\a*) a 

yi-o* 
« -£(SyT3F-*yT^+yT^yT^F(*-D). 

Die obere Formel lehrt, dafs, da o 2 continnirlich ist, dasselbe für A 
gilt, vielleicht mit Ausnahme des Werthe» p = 0, für den (s. oben) b nicht 
Null ist. Da für keinen Wertb, der im Laufe von z vorkommt, r sogleich 
Null wird, so siebt man aas der letzten Formel, dafs A auch dann noch con- 

28* 
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tinnirlich bleibt; es bleibt sogar noch conünuirlich fflr /> = r = 0; d. h. fflr 
xz=l. Es kann daher A wiederum sein Zeichen nur bei a 7 = l oder 
ändern. Da nun a 2 eine conlinoirliche Function von * = m-f-nt, oder 
von m und a ist, and and 1 ibre kleinsten and gröfsten Wertbe sind, so 
ist, auch obne dafs die Rechnung ausgeführt wird, klar, dafs eine unendlich 
kleine Aenderung der ersten Ordnung von z — sie sei e — an den betref- 
fenden Stellen, eine Aenderung zweiter Ordnung, also von der Ordnung t* 
fflr a 2 giebt. Ee ist nun a = wenn % rein imaginär = ni wird ; für die- 
sen Fall hat man A = 0. Aendert sich % dann um s, so Ändert sich q 
um ein Glied der Ordnung e; % — £ und 1 — a 2 sind endliche Gröfsen , d. h. 

nicht 0; a 2 ist von der Ordnung e 2 , so dafs ? ~ ' das Zeichen des neuen 

A bestimmt. Es ändert daher (§.14.) A sein Zeichen, wenn % die Achse 
des Imaginären durchschneidet. Wird a 2 = i also r — 0, so ist 1 — a 2 =0, 
aber weder q noch s — £ verschwindet. Da nun die Lemniscate r =0 die zweite 

Cyi-aV-fsyi-ZS 2 = o 

(s. $. 13.) nicht schneidet, der letzte Ausdruck daher fflr r=0 nicht ver- 
schwindet, so bestimmt das Zeichen von 

q'r(Cyi-xy+*Vl— YV) 

das Zeichen von A, so dafs A sein Zeichen wechselt, wenn z die Lemniscaten- 
Stficke MN und M'N' durchschneidet. 

Um das Zeichen von B zu finden, dividire man (5.) durch z, nnd 

multiplicire mit -± — - ; die Gleichselzung der reellen Theile giebt dann 

und nach Multiplication mit 1 — b 2 = — /- einen zweiten Ausdruck : 

Es bleibt daher auch B conünuirlich, Ändert folglich sein Zeichen nnr für 
A 2 = und A 2 =l, und zwar nur und immer, wenn z die Stücke M'M 
oderNS oderiV'ÄP durchschneidet. 

§. 16. 
Wie im §.9. seien jetzt [4J und [B ] die Anfangszeichen von A 
und B; wir folgen dem Laufe von z und nennen den Zahlwerth des an- 
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Fig. 2. 




Anglichen a wieder «ö, des letzten a gleichfalls %, 
die entsprechenden Stöcke für b, ß, und 8. Die 
Zahlen werthe der a an den Stellen , an welchen die 
Carve z die in der Figur stärker gesogenen Linien 
sehneidet, heifsen der Reihe nach a t , a 2 , ... a m} 
so dafs beim Durchschnitt mit der Achse Y'Y immer 
a=0, wenn üfZVoder HfN* durchschnitten wird, 
a=l gesellt wird. Ähnlich setzen wir /9=0 beim 
Durchschnitt mititf'ilf, ß=i beim Durchschnitt mit 
NS oder iV f ^ und haben dann wieder fflr J die 
Formel (8.), in der yl — a 2 , yi — ß* die positiven 
Wurzeln, jl — ifia 1 , yi— x?/? 2 die mit positivem 
reellen Theile vorstellen. 

Dem besondern, am Ende des §.9. angegebenen Falle entspricht das 
Resultat, welches bereits im Monatsbericht der Berliner Akademie 1855 p. 306 
mitgetheilt wurde. 

§. 17. 

Wird x reell, so mufs (9.) und (10.) dieselben Werthe für a und b geben, 
welche man $. 6. findet. Da es einige Mfihe zu machen scheint, dieses zu zeigen, 
so soll die Rechnung wenigstens für die eine Formel hier ausgeführt werden. 

Es ist offenbar 2p das Product der beiden Factoren 

t = 



and 



wenn 



yi -f xz yi -f y? -f V 1 -— xz y 1 — j% 

iT^xz y !+?£ + yTfS* fi^ft 



2(yi^F-yi-D 



99i 



9 

9t 



yi+^yi+g-yi-^yi-g 
yi-*yH-S-yi+*yTT ; 



o 



endlich 

so dafs (9.) in 

also fflr * = y in 

(*r-/)(*/?-tf) = 

übergeht. Es ist daher o 1 = i oder «* = Jff , von welchen Werthen aus 

nabeliegenden Gründen jedoch nur der erste zu nehmen ist* 
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%. 18. 

Wir schliefsen diesen Theil mit einer Stelle aus einer Arbeit von 
Jacobi, Bd. 8, p. 416 und 417 dieses Journals, die wir der Vollständigkeit 
halber, mit ganz unwesentlichen Veränderungen hinzufügen. 

Die elliptischen Integrale mit reellen Grenzen, welche kleiner als 1 
sind, auf die wir im allgemeinen Falle J zurückgeführt haben, enthalten einen 
imaginären Modulus x. Jacobi hat die Substitution angegeben, durch welche 
ein solches Integral sich in die Form M-\-M zerlegen läfst, wenn M und ÜV 
reelle Abelsehe Integrale bezeichnen. Nach dem Obigen ist J auf eine Summe 
oder Differenz von Integralen 






inrflckgefabrt, wo t], yi — x 2 und der reelle Theil von ^\ — t?x* so wie von 
x positiv sind. Setzt man 

(,5.) #--C^)', 

so dafs sowohl l als fi positiv sind, ferner x = e-\-fi, so ist fi<ii. Wen- 
det man nämlich die Substitution des §. 4. an, macht also 

1 = (f$\nO 



f = y^ — fcosO, 



so wird 



also 



x = e-j-icosOyif — e 1 



e % 



l = -r- s U = COS 2 

Q* — e* ^ 



d. b. fi < 1 . Führt man durch die Substition 



i- 



(i+lz)(i—l*z) 

statt x die Gröfse s eis, indem man die Warsei positiv nimmt, so wird * 
reell and < 1 sein. Man findet nämlich für « die Gleichung 



W-*^-,,- (*+*>?-*)) -,! = 0; 
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für s = ond z — i ist aber die linke Seite resp. —1 und positiv, weil 
sie selbst im schlimmsten Falle, d. h. fflr x = l niebt negativ wird. Ein 
Werth von % ist also positiv und kleiner als 1; es mag für x*=t] der Werth 
von z gleich £ sein. 
Es wird nun 



1T=* = j fl'-'W^ *) 



(i+kz)(l-fiz) 
VI — xV = <4 : »»/V 

r V(i+Ä«)(i-^) ' 

wo die oberen oder die unteren Zeichen zn nehmen sind, je nachdem f, der 
imaginäre Tbeil von x, positiv oder negativ ist. Ferner ist 

^ = ^1+^1=71 — («-*»>* , 



aiso 



wenn 



L = JI±M, 



M = 4 i/i 4- * i" - j" f 

gesetzt wird. 



II. Abtheüiuig. 

§. 19. 
Nach den Untersnchnngen im ersten Theile ist es leicht, das Integral 

in die Summe eines reellen und imaginären Theiles zu zerlegen. Es bezeichnen 
hier a, b, a, ß reelle oder imaginäre Constante; unter g und A sollen reelle 
Grenzen verstanden werden, zwischen denen x sich reell bewegt. Würde x 
auf gegebne Art zwischen irgend welchen Grenzen sich bewegen, ohne dafs 
es fortwährend reell zu sein brauchte, so würde unsere Methode sich unmittel- 
bar auf diesen Fall abertragen lassen. Wir denken uns, dafs die Quadrat- 
wurzeln sich continuirlich ändern, und dafs die Zeichen derselben fflr eine 
Anzahl von Werthen von x gegeben sind, die hinreichend ist, um sie fflr 
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jedes x zu bestimmen. Verschwindet z. B. keine Wurzel, so genügt die 
Angabe der Zeichen für ein x. (M. vergl. §. 3.) 
Man setze non 






indem man unter 6 und ß solche Wurzeln aus * 2 und ß versteht, welche den 
Modulus von x kleiner als 1 machen, und die Wurzel so nimmt, dafs ihr reeller 
Theil positiv ist. Ferner setze man 



M = Hm-af + p+ßf, 
das Zeichen der Wurzel beliebig genommen, und fahre durch die Gleichung 

1— xz _ b (*—*)[+ fl* 

1+« ~~ fl (x— a)"+* f 

oder, was dasselbe ist, durch 

ß(( x -a)*+b*)-b((x-a)>+P) 
** — ß((x- a y+b*)+b((x-a)*+ß*) 

eine neue Veränderliche z ein. Hierdurch ist z, ebenso 1— s 2 und 1— *V 
bestimmt; unter den Wurzeln aus den letzten Gröfsen sollen folgende Aus- 
drücke mil bekanntem Zeichen verstanden werden: 

JTT^ _ WW «*-°) % +P)(x-a)~«x-u)*+b*)(x-a) 
'* * — IM i»((jr-«) i +* , )+*((»--) t +/» i ) 



y W*-<+» , )+»((*-*) , +>) 



wenn yS/5 eine willkürliche, aber feste Quadratwurzel aus bß ist, und die 
übrigen Quadratwurzeln die früher bestimmten Zeichen haben. Dann wird 

Sollte x eine rein imaginäre Gröfse geworden sein, so kann min durch die 
Substitution 

J auf ein ähnliches Integral mit einem neuen Modulus x zurückführen, der 
reell und <Cl ist; natürlich ist es nicht nöthig, zweimal zu Substituten; man 
kann gleich für x die Gröfse y einführen. J zerlegt man nun nach den Re- 
geln des ersten Abschnittes. 
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§. 20. 
So lange a, b, a, ß, allgemein bleiben, gelang es uns nicht, in den 
Endformeln wesentliche Vereinfachungen vorzunehmen; die Berechnung aller 
hierher gehörigen Werlbe bietet offenbar keine anderen Schwierigkeiten dar, 
als die Lange der Rechnung. Ein besonderer Fall, auf den ich bei der Lo- 
sung einer Aufgabe aus der Theorie der Anziehung geführt wurde, iflfst eine 
wesentliche Vereinfachung zu, und soll hier als Beispiel behandelt werden; es 
ist dies der Fall 

Mfi^ H = / 

1 J )'(x— mi) % — n*j(x—fiiy— v x "' 

wenn m, n, u, v reelle, n und v positive Gröfsen bezeichnen. Die Wurzeln 
sollen sich continnirlich ändern, und so beschaffen sein, dafs ihr reeller Theil, 
wo ein solcher zuerst auftritt, positiv ist, woraus zugleich folgt, dafs der reelle 
Tbeil für jedes x aufser positiv bleibt. 

In Folge des §. 19. setzen wir 



die Wurael positiv genommen, und /tf — i9Ä, ferner die positive, reelle Gröfse x 



dftnn 









*■ ' ' ' »((x— im)* — »r) + i»((jr— f»*)*— »■) 

wo die jfnr positiv genommen wird. Wir fügen noch die swei Formeln 

^ mi,} i+*z "~ v (x—mi) , —H k 
and 

hiua. Es wird dann endlieb 

(23.) H = - wf i{ __** x _+ % * - ~ »■* 

JoiniaJ f. d. M. Bd. LIII. Heft 3. 29 
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§. 21. 

Um J zu zerlegen , führe man nach $.4« Polareoordinaten (?, o, t], 
durch die Gleichungen 

m = fa 2 — toostj ia = y^o 2 — lcos0 

n = Q$inri v = 0sin0 

ein; der Kürze halber sollen jedoch neben q, o, etc. anch m, n, etc. in den 
Formeln gebraucht werden. Ferner sollen e und £ gleich -f 1 oder — 1 sein, 
je nachdem resp. m oder fi positiv oder negativ sind. Dann wird 



y(l-im) 2 -ii 2 = «(cos^-iYp 2 -D 

Die ziemlich mühsame Berechnung von 8 und 33 soll hier nicht ausgeführt 

werden (§.9.); wir drückten zunächst i— «t durch die bekannten Gröfsen 

nach §. 6. aus, und fahrten in dem Zähler erst an einer gewissen Stelle, 
nachdem ein Factor desselben sich gehoben halte, die Polareoordinaten ein- 
ist 93 gefunden, so ergiebt sich & ohne Wiederholung der Rechnung inclem 

, M — t gleich dem Werthe von 
yl- == xf8 1 

für jr = 1 ist. So findet man 



oder 



(24.) *% = .n. ( gs l n ;- <r,iai> ) 

v ' Vpsinö + (Tsini?/ 

(25.) 8 = ^-^-H"-^ 

•^ ?<r -f sind sin q 

» = y(w-^)H (»+»)' 

Vi— ©* *^*— 1 »V— 1+cos coli» ' 



Endlich ist 



(86.) xoo = *-*\ 9 ^£±^+) \ ß» = 0- 



Die Buchstaben r . n . bedeuten hier, dafs der Zahlwerth des betreffenden Aus« 
drucks genommen werden soll. 
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%. 22. 

Um die Anfangszeichen [j4 ] und [Ä ] n finden, setzen wir in die be- 
treffenden Formeln des §. 8. den Werth z = 0. Für [4>] hat diese Rech- 
nung keine Schwierigkeit, während die Untersuchung för [2? ] die Kenntnifs 

des Anfangszeichens von — r- 5 - erfordert, das man jedoch leicht mit Benutzung 

der Formel (22.) für *' erkennt. Setzt man zur Abkflrzung 

R = ^( m *-ffi a )-»i(^4V) 

Ä= y( m *-f n ')- ntf+v 1 ), 
so wird 

[flj = - .£ 

§. 23. 

Es sind endlich die Stellen anfzasachen, eo denen * reell oder rem 
imaginär wird, am zu erfahren, wo A oder B sein Zeichen Ändert. 

4 

Es ist % mit .T** also nach (21.) mit 

1-fx* K J 

(x— yQ*— y* 

(jr— mi) 1 — n" 

zugleich reell. Setzt man den letzten Ausdruck = t>, so findet man zwei 
Gleichungen, die staltfinden müssen, wenn v reell sein soll, von denen die eine 
den Werth von v, die andere den entsprechenden von x liefert, nämlich 

R 
A 

Ist also positiv und <i, so wird, während x von bis 1 wächst, * 

fflr einen und nur einen Werth von x reell sein. Man weifs aus §. 8 , dafe 
es nothwendig ist zu untersuchen, ob dieses reelle z zwischen und 1, 

zwischen 1 und — oder Ober — hinaus liegt. Man findet aber für dasselbe 
die Gleichung 

** = r 1 — 9 

so dafs 






20 
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also positiv wird, wenn « = £, sonst negativ; d.h. es ist z \> — wenn 

R 
€ = — £ Man wird unten sehen, dafs fflr « = — <f immer — •- — gröfser als 

j u m 

1 ist, so dafs niemals s> — werden kann. Ist e = £> so wird jedenfalls 



x 
*>1, weil nach (19.) 

t/TZTT* 2iyii?x(m— fi) 

' x9R(ro*+nfi) 

also imaginär ist. 

Soll zweitens z rein imaginär sein, so mufs die rechte Seite von (21.) 

durch Vertauschung von i mit — i in *_* fl bergehen, woraus sich der be- 
treffende Werth von x, nämlich 

2 * 

n~ v 
berechnen läfst. Denkt man sich »>v, so wird also x reell, wenn & po- 
sitiv ist, und % wird innerhalb der Integrationsgrenzen rein imaginär, wenn 

S 

aufserdem — ^— <i 1 . 

n — v 

$. 24. 
Über die Zeichen und Wertbe der hier vorkommenden Gröfsen kann 
man noch Folgendes bemerken: 

1 . Da n > v sein sollte, so ist [-— - J == \S\. 

2. Ist • — -& so ist [-£.]- + ! j [Ä] = £ 

3. Fahrt man die Polarcoordinaten ein, so ist 



— — = 1+ Vr- r £ — A— r — r(rP — 1^— 1 +cosi?costf) 



also sicher gröfser als 1, wenn « = — £ ist. 

4. Ebenso findet man 

S _ ^g-^in, 

*— * ' pgini? — <T8inö VT f/ ' 

wird der Ausdruck, dessen Zahlwertb Ä ist, positiv, so ist also sicher eu- 
gleich — — — Z>1 und positiv; soll -<1 sein, so ist jene Gröfte negativ. 

n mmm ~w n mmm ^w 

5. Jene Gröfse, deren Zahlwertb «,, ist, hat das Zeichen von &. 
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§. 25. 
Man kann nun J = u 4 iv setzen, und findet nach (8.) folgende Aus- 
drücke für u und v, die sich Qbrigens durch die Bemerkungen des vorigen 
Paragraphen noch etwas vereinfachen lassen: 



j / » dß 



Zweitens geht u, je nach den verschiedenen unten aufgezeichneten Fällen, 
in nachstehende Ausdrücke über, in denen die Function unter dem Integral- 
zeichen immer 

da 

1. Es sei ■ ■ — nicht zugleich positiv und <1; -— — ebenso, so wird 



ist. 



5 R 
2. positiv und < t ; wie ad 1 



p — m 



-/ 



3. ——^ wie ad 1; _ positiv und <1, (also auch «=£) 



-- <[««(/' -/)• 



4. _ y sowohl wie _ positiv und <C 1* («lw> Mob * = £) 



<*. — ist kleiner als 



» — v p—m 



«o 



■/' 



/?. — — ist gröfser als — — 



p— m 



«0 

Es ist endlich 



•a**(f -/"+/">• 



n _ v m 
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$. 26. 
Im Monatsberichte der Berliner Akademie 1854 S. 570 war die Auf- 
gabe an lösen, 

dx 



H = /» ax 



v % 



in die kanonische Form der elliptischen Integrale zu bringen, wenn 

N = (x — im) 
P={x — i l i) 

ist, und die Quadratwurzeln so genommen werden, dafs ihr reeller Theil po- 
sitiv bleibt. Zunächst ist klar, dafs dies Integral gleich dem doppelten reellen 
Theile des Integrales ist, welches sich von ZI, nur dadurch unterscheidet, dafs 
seine Grenzen und 1 sind. Um dieses auf die Form von H in $. 20. zu 
bringen, hat man zu untersuchen, ob 



tf/l— jjfi = ±|W 2 -* 2 , 



wenn hier wie in dem ganzen Paragraphen die Wurzelzeichen so zu verstehen 
sind, dafs der reelle Theil positiv ist. Macht man für diese Untersuchung 

m = |fy 2 — ar*cosi7 
n = Qsint] 

(wo also i? und tj für jedes x andere werden), und setzt «== + 1, je nach- 
dem in positiv oder negativ ist, so wird 



l/N 2 — n 2 = «(.Tcosif— «Y(> 2 — x 1 ). 
Ferner ist 

x — mi j^sin'ij-f q % 

also der reelle Theil von — — — : — gleich 



x — UM 



*g cos3 
x*8in % ti+Q t 



also positiv, folglich ^j' = ^1 - jjp- Es wird daher B t gleich dem 
doppelten reellen Theile von H, also 

H — - *< P *P 

1 — »/ yi-^yi-^ 
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wenn t, £ SR, x dieselben Gröfsen wie im §.21 sind; d.h. es ist 



m = |/() 2 — t cosi? fi = i/o 2 —1 cosö 
n = (>sin?? v=0sind 



Ü»= |((M — ju)*+ (st + ^) a 



2» 
«* SÄ 



^a-}- sind sin 17 



§. 27. 

In den allgemeinen Ausdrücken des §. 19. kommen Quadratwurzeln aus 
Gröfsen wie (x — af -f b 2 vor, wo a and b selbst imaginär sind, während x 
eine reelle Gröfse bezeichnet. Durch eine Transformationsformel, welche den 
im Vorhergehenden angewandten ähnlich ist, kann man anch solche Quadrat- 
wurzeln darstellen. Denkt man sich nämlich a und b in die Form 

a = e+ft 
b = g + hi 
zerlegt, so setze man 

e = (po cos <p cos tp-\^(p 2 — x 2 yd*— lsin^sinv 
f = oyq — a^sinvcosy — (J^o 2 — lsinycosv 
g = o^q 2 — ^sinycos^ - 9 i** 1 — lsiny/cosy 
A = (HTsinysinV + yV* — x*i<r— lcosycosy 
und findet dann 



yt[jp — af -f A 2 = + {q cos v — orcosy -f* (Vf* — a^sin v + x i^ ~ * sin 9)1* 



Nimmt man p, </, fa 2 —x\ j/ö 3 — 1 positiv, (>>#, a>l, so sind alle Gröfsen 
bestimmt. Man hat nämlich: 



*-j-A == ((xJ+vV*— «V«* 2 — l)cos(y — 9) 

6 — A = ((HJ — ^ 2 — tfjü 1 — l)C0S(V + y) 

f-fy = ((ry7=^-()y?=T)sin(^ + y) 
f — p = (a^p 2 — a^-f^o 2 — l)sin(yf — »), 
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woraus z. B. für cos{if> — cp) und cos(v-j-?) die Beslimroung 

cos*(V — ^p) sin f (tp — 9) 



(*-*)* i/ + <tf f 



= X 2 



cos l (v+y) sin'itp-f f ^) 

folgt , so dafs sich xcos{y> — (p) und xcos(w J > q>) geometrisch als Achsen 
von Hyperbeln ergeben. Ihre Zeichen finde! man aus den vorsiehenden Be- 
ziehungen zu e ± h etc. . indem (mi -f fa 2 — x* jV — t , a \Iq 2 — x 7 4- g j/o 2 — 1 
positiv au nehmen sind. Auf ähnliche Weise sind (/ nnd o Achsen von Ellipsen. 

Bonn, im Deceruber 1855. 
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13. 

Über eine besondere Curve dritter Klasse 

(und vierten Grades). 

(Von Herrn J. Steiner*) 



(Vorgetragen ia der phytikalUeh-mathematiacben Klaue der Akademie zu Berlin am 7. Januar 1856.) 



Lf ie Curve tritt schon beim geradlinigen Dreieck ein. Fället man aus 
jedem Punkte in der dem Dreieck umschriebenen Kreislinie auf die Seiten 
Perpendikel, so liegen die je drei Fufspunkte allemal in irgend einer 
Geraden G, und die Enveloppe aller dieser Geraden ist eine Curve 
dritter Klasse, G*, und vierten Grades, welche die im Unendlichen tie- 
fende Gerade, G m , zur ideellen Doppeltangenie hat; ferner hat sie drei 
Rückkehrpunkte und die drei Rückkehrtangenten schneiden sich in einem 
und demselben Punkt. Die Curve berührt namentlich auch die Seiten des 
Dreiecks, so wie dessen drei Höhen, d. h. die ans den Ecken auf die Gegen- 
seiten gefällten Lothe. 

Sei ahc das gegebene Dreieck; d der Mittelpunkt des ihm umschrie- 
benen Kreises <P; ferner aa, AB, et seine drei Höhen und d der gemein* 
same Schnittpunkt derselben; seien ferner a, ß, y die Mitten der Seiten und 
m der Mittelpunkt des durch diese Mitten und zugleich auch durch die Fufs- 
punkte a, B, c der Höhen gehenden Kreises ni 3 ; endlich sei r der Radius 
dieses Kreises, derselbe ist halb so grofs als der Radius des Kreises (P. Da 
der Punkt m in der Mitte zwischen d und d Hegt, so ist d der iufsere Ähn- 
lichkeitspunkt beider Kreise. Wird von den über den Seiten des Dreiecks 
Hegenden Rogen des Kreises m 2 , aa, /?B, yc, von den Mitten der Seiten 
aus, mittels der Punkte u, v, w, je ein Drittel abgeschnitten, so dafs Ro- 
gen au = laa, ßv = ^ßh^ yi0 = £yc, so theilen diese Punkte die ganze 
Kreislinie in drei gleiche Theile, so dafs sie die Ecken eines gleichseiti- 
gen Dreiecks uvw sind. 

Ist p ein beliebiger Punkt in der Kreislinie S 1 und G die ihm zuge- 
hörige Fufspunkten - Linie, so hat der aus dem Höhenschnilt d nach p ge- 
zogene Strahl dp seine Mitte, etwa /i, allemal in G und zugleich auch 
im Kreise oi 2 ; dieser Kreis werde vonG zum zweiten Mal in s geschnitten; 
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der Punkt (i wird Mittelpunkt und s Scheitel der Fufspunkten-Linie 6 ge- 
nannt. Im Kreise 8 1 sei p x der Gegenpunkt von p, so steht dessen Fufs- 
punkten-Linie G t jedesmal auf G senkrecht, und zwar haben beide den 
Scheite! s gemein und ihre Mittelpunkte u und /u } sind gleicherweise Gegen- 
punkte im Kreise m 2 , und die Durchmesser pp x und fi/tg sind parallel. Dem- 
nach sind die Fufspunkten- Linien, oder die Tangenten der Curve G*, 
paarweise zu einander rechtwinklig, auf jeder steht eine — aber nur 
eine einzige — bestimmte andere rechtwinklig, und der Ort der Scheitet e 
aller dieser rechten Winkel ist die Kreislinie m\ Diese Eigenschaft lrat 
also die Curve mit den Kegelschnitten gemein. Solche rechtwinklige Tan- 
genten-Paare sind namentlich auch die Seiten und «agehörigen Höhen des 
gegebenen Dreiecks. Jede zwei zu einander rechtwinklige Fuispunkten-Linie* 
heiften schlechthin ein Paar. 

Jede Fufspunkten-Linie G 2 (= G) wird van jedem Paar in zum 
solchen Punkten geschnitten, welche gleich weit von ihrem Mittelpunkte & 
abstehen, eine Folge davon ist: dafs G 2 von der Curve G z in demjenigen 
Punkte t 2 berührt wird, welcher von ihrem Mittelpunkt eben so weit ab- 
steht, als ihr Scheitel s 2 , also fi 2 t 2 =i^s 2 . Es folgen ferner nachstehende 
interessante Eigenschaften. Die Gerade, welche durch die Berührungs- 
punkte t, t k irgend eines Paars GG i geht, ist stets auch eine Fufspunk- 
ten-Linie G 2 , und diejenige, die mit ihr ein Paar bildet, geht jedesmal 
durch den Scheitel jenes Paars ; zudem hat die Berührung* -Sehne ttg 
constante Länge, nätnlick sie ist dem vierfachen Radius des Kreises m 2 
gleich, tt t = 4r. Oder umgekehrt: die Curve G* schneidet jede ihrer 
Tangenten G 2 in zwei solchen Punkten l und / n deren Abstand vom 
einander constant, und zwar dem Durchmesser des Kreises d 2 , oder 
dem doppelten Durchmesser des Kreises m 2 gleich ist} und die Tangen- 
ten in solchen zwei Schnittpunkten sind je ein Paar GG t . Die in dem 
Schnitten t, t x und in dem Berührungspunkte l? jeder Tangente G % 
auf die Curve G* errichteten drei Normalen treffen sich allemal m 
irgend einem Punkte q und der Ort dieses Punktee ist ein Kreie [»)% 
der mit dem Kreise m 2 concentrisch ist, und einen dreimal eo grvfsen 
Radius hat, als dieser. Die Curve G* berührt den Kreis m 2 in dem 
oben genannten drei Punkten u, v, w und hat dieselben zu Scheiteln. 
In diesen Punkten bilden die zugehörigen Tangenten, etwa U, V, W, 
und die Kreisdurchnssser U ty V t , W k mit einander Paare; jene sind 
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die einzigen drei Fufspunktcn-Linien, bei welchen der Seheitel (s) , 
punkt (fi) und Berührungspunkt (t) vereint sind, die anderen haben die 
Punkte u, v, w zu Scheiteln, deren Gegenpunkte ti, , t^ , w x (im Kreise m 2 ) 
tu Mittelpunkten, und um die Länge des Durchmessers über diese hinaus 
ihre Berührungspunkte u 2 , r 2 , t/v Diese letztem Punkte sind die drei 
Rückkehrpunkte der Curve & 3 und ü,, V x , W x sind die Rückkehr- 
tangenten, die also alle drei durch den Mittelpunkt m des Kreises ge- 
hen, gleich lang sind, nämlich m u* = m v 2 = m w* = 3 r, und mit einander 
gleiche Winkel (= 1 20°) bilden, so dafs die drei Rückkehrpunkte u 2 , v % , t#>, 
im oben genannten Kreise [m] 2 liegen und die Ecken eines gleichseitigen 
Dreiecks sind, das m zum Schwerpunkt hat; auch sind die drei Rück- 
kehrtangenten zugleich Normalen der Curve in ihren Scheiteln u, v, w 
und es ist uu t = vc 2 = wto 7 — 4r. Der reelle Theil der Corvo G* be- 
steht nar ans einen regelmtfsigen Curvendreieck u 2 v 2 w 2 , das innerhalb des 
geradlinigen Dreiecks u 2 v 7 w 2 liegt, aber den Kreis m* nrascbliefst ; seine drei 
gleichen Seiten u 2 wv t , v 2 uw 2 * w 2 t>u 2 sind nach Innen eonvex und berühren 
den Kreis mit ihren Mitten (Scheiteln) u, v, w; die Länge jeder Seite 
ist = 5^r, somit der ganze Umfang =16r; der Inhalt des Curveu- 
dreiecks ist =2nr 2 , also gerade zweimal so grofs, als die Kreisfläche m 2 , 
so dafs jeder der drei gleichen, zwischen dem Kreise und der Curve 
liegenden Arbelen, = ±nr* ist. Jede Tangente der Curve G* berühr! 
je einen ihrer drei Zweige und schneidet die beiden andern; ein Paar 
GG i} d. h. die Schenkel eines ihr umschriebenen rechten Winkels be- 
rühren immer verschiedene Zweigen 

Sind GG X und HB t irgend zwei Paare, wird G von H ond B t be- 
liehlieh in « n d k und G x von denselben in i 19 c x geschnitten, so sind die 
Geraden a^, ^^ aHemal ein drittes Paar, etwa JJ t , d. h. sie sind aneb an 
einander rechtwinklige Fufspunkten-Linien oder Tangenten der Curve G*. Ein 
eben solches Trippel von drei Paaren GG X , HH^ JJ t mit einem Qoadrapel 
von vier Schnittpunkten a, b, c f d bilden auch die Seiten und angehangen 
Höhen des gegebenen Dreiecks; beiderseits hat man ein vollständiges Viereck 
(«1*1^1^1 oder *fcrf), dessen drei Paar Gegenseiten in einander senkrecht 
sind, oder vier solche Punkte, von denen Jeder der Höbenscbnitt des durch 
die drei flbrigen bestimmten Dreiecks Ist. Bei allen diesen Vierecken ist 
die Summe der Quadrate der Gegenseiten conslanl, und zwar =16r*; 
also ad 2 + bc l =za* l -\-bd 2 ==ab 1 +ed 7 ==i6r k . Alle Quadrupel ab cd, 

30* 
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denn vier Punkte sdmmtlich reell sind, liegen innerhalb des Curven- 
dreiecks G*; und umgekehrt, durch jeden innerhalb dieses Dreiecke liegen- 
den Punkt d ist ein reelles Quadrupel bestimmt, denn es geben immer drei 
reelle Tangenten & 19 H^ l k durch denselben, nnd die zu diesen senkrechten 
Tangenten G, H, I, sind ihre Gegenseiten in einem vollständigen Viereck 
ab cd. Liegt hingegen der gegebene Punkt d ausserhalb des Curvendrei- 
ecke GP, so geht nur eine reelle Tangente, etwa G, durch ihn, und als- 
dann ist von den andern drei Punkten nur einer, etwa a, reell, der 
gleichfalls in G und auf der andern Seite aufeerhalb der Curve liegt; 
die conjugirte Tangente G t iet auch reell und enthält die zwei imaginären 
Punkte b und c; die beiden andern Paare UH t und ll k sind imaginär. 
Die den vier Dreiecken abc, abd, acd, bcd umschriebenen Kreise, deren 
Mittelpunkte beziehlieh d, y, ß, a heifsen sollen, sind gleich, und bei 
allen Quadrupeln von gleicher Gröfee, nämlich der Radius eines jeden 
ist dem Durchtnesser des Kreises m 7 gleich, also = 2r. Das Viereck 
aßyd iet dem Viereck ab cd gleich und liegt so, dafs die vier Geraden 
aa, bß, cy, dd alle durch den Mittelpunkt m gehen und durch ihn ge- 
haltet werden; daher haben umgekehrt die den vier Dreiecken aßy, aßd, 
ayd, ßyd umschriebenen Kreise ihre Mittelpunkte in d, c, b, a, und ihre 
Radien sind ebenfallp =2r; und ferner sind die Gegenseiten ad und ßy, 
ay und ßd, aß und yd zu einander rechtwinklig, oder bilden drei Paare 
®® M $$u 33m deren Scheitel im nämlichen Kreise m 2 liegen, und 
deren Enveloppe eine der vorigen, G z , gleiche Curve © 3 ist, aber um 
den Mittelpunkt m um 180° herumbewegt, so dafs sie den Kreis in den 
oben erwähnten Punkten v t , r M w x berührt Alle reellen Quadrupel aßyd 
liegen innerhalb des Curvendreiecks ©\ Enthält das Quadrupel ab cd 
zwei imaginäre Punkte b und c, eo sind die den Dreiecken ade und adb 
umschriebenen Kreise ß 2 und y 2 , so wie ihre Mittelpunkte ß und y ima- 
ginär, wogegen die den Dreiecken abc und bcd umschriebenen Kr eise <f* 
und a 2 eamml ihren Mittelpunkten 3 und a reell bleiben, diese letztern 
jedoch jetzt aufeerhalb des Curvendreiecks ($ 3 liegen. 

Durch jedes Quadrupel abcd geht ein Büschel gleichseitige Hyperbeln, 
B(tP)\ die verschiedenen Paare Asymptoten derselben bestehen aus den 
geeammten vorgenannten Paaren GG k und sind somit Tangenten der näm- 
lichen Curve G\ Oder in Bezug auf das Dreieck abc kann man sagen: 
jede Fufkpunklen-Linie G sei Asymptote einer ihm umechriebenen gleich- 
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tätigen Hyperbel H 2 f welche nothwendig auch durch den Höhenschniti d 
geht und den Scheitel s von G zum Mittelpunkt hat. In Betracht aller 
Quadrupel ab cd bat man auf diese Weise eine Scbaar - Scbaar gleichseitige 
Hyperbeln, SS(H 2 ). Denkt man sich in Beaug auf jedes Paar GG t alle 
Hyperbeln, welche dasselbe zu Asymptoten haben, so bat man die nämliche 
SS(H 2 ). Je zwei dieser Hyperbeln schneiden eich in irgend einem Qua- 
drupel, also nur ininer halb dee Curcendreiecks G*, wofern ihre Schnitt- 
punkte alle vier reell sind; berühren sich dieselben, indem etwa a und d 
eich vereinen, so berühren sie zugleich auch die Gerade ad=G in deren 
Mittelpunkt /i, und alsdann liegen die beiden andern Schnitte b und c 
in der Curve 6r s selbst und sind die Berührungspunkte eines Paars HH t , 
dessen Scheitel in jenem Punkte fi liegt. Je zwei Quadrupel liegen in 
einer und derselben Hyperbel H 1 , oder insbesondere in einem und dem- 
selben Paar GG X . Die Rechtecke unter den je zwei Perpendikeln, welche 
aus den einzelnen Punkten irgend eines Quadrupels auf ein beliebiges Paar 
GG X gefället werden, haben jedesmal uqter sich gleichen Inhalt. Sind in 
einer Ebene zwei rechte Winkel GG t und HH t gegeben , und sollen zwei 
Hyperbeln die Schenkel derselben beziehlich zu Asymptoten haben und 
einander berühren, so ist der Ort ihres Berührungspunktes /i ein be- 
stimmter Kreis m 2 , welcher durch die Scheitel der Winkel und durch 
die Mitten der Strecken geht, welche auf den Schenkeln jedes Winkels 
durch die Schenkel des andern begrenzt werden. 

Das System Paare GG t kann insbesondere auch wie folgt bestimmt 
werden. Wird in der Kreislinie m 2 irgend ein Punkt p und nebstdem eine 
beliebige Gerade & angenommen, und werden sodann aus jedem Punkte s 
des Kreises zwei unbegrenzte Gerade P und Q beziehlich durch p und parallel 
gezogen und die von denselben gebildeten Nebenwinkel mittels zweier 
Geraden G und G x gehälftet, so sind alle diese Geraden- Paare GG t ein 
dem obigen gleiches System, so dafs sie eine gleiche Curve G* umhüllen. 

In dem Kreise m 2 ziehe man eine forllaufende Reihe Sehnen unter 
folgender Bedingung. Aus dem Anfangspunkt s ziehe man die erste Sehne ss l 
willkflhrlich ; sodann aus *, die zweite Sehne s k s 2 senkrecht auf den durch s 
gehenden Durchmesser; ferner aus s 2 die dritte Sehne s 2 s s senkrecht zu dem 
durch *i gehenden Durchmesser, und so durch jeden neuen Punkt diejenige 
Sehne, welche zu dem durch den vorhergehenden Punkt gezogenen Durch- 
messer senkrecht ist, so entsteht — wenn nicht zufällig der Aber der ersten 
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Sehne liegende Bogen mit dem Kreisumfange commensurabel ist — eine ob» 
begrenzte Reihe von Sehnen, weiche sfimmtlich eine der obigen gleiche Curve 
G* berühren. Wird aof jede Sehne in ihrem zweiten Endpunkte eine Senk- 
rechte errichtet, so berühren noch dieee Senkrechten alle die nämliche Curve 
und bilden mit den respectiven Sehnen die obigen Paare GG V Ißt dagegen 
der Bogen Aber der ersten Sehne mit dem Kreisumfange commensurabel, ver- 
b#lt er sich au diesem, wie n:m, wo n und m ganze und relative Primzahlen 
sind, so schliefst sich die Reihe Sehnen jedesmal, so dafs ein geschlossenes 
Polygon entsteht; jedoch kehrt die Reihe nicht immer in den Anfangspunkt 
* zurück, sondern sie kann auch in *i,* 2 , ... zurückkehren, je nachdem die 
Zahl m beschaffen isL Ferner sind in diesem Falle die Endpunkte #,* n #,,... 
der Sehnen immer Ecken eines regelmäßigen niEcks, und die Sehnen salbet 
sind Seiten verschiedener Ordnung desselben (oder Seiten und Diagonalen). 
Das Sehnen -Polygon nimmt nur dann alle Ecken des mEcks in An- 
spruch und ist selbst ein mEck, tcetiA m eine Potenz der Zahl 3 ist; 
seine Seiten sind alsdann zu drei und drei einander gleich, und zwar 
sind sie Seiten des regelmäfsigen vollständigen mEcks von allen denjeni- 
gen Ordnungen, welche nicht durch 3 theilbar sind. Nämlich bei einem 
regelmässigen vollständigen (2/i-f l)Eck hat man (nach Gröfse) Seiten von 
Ister, 2t er, 3ter, ... bis (fi — l)ter Ordnung zu unterscheiden. — Hierbei 
berühren alle Sehnen gleicherweise eine Curve G*, so dafs das Sehne** 
Polygon dieser Curve um- und zugleich dem Kreise eingeschrieben ist. 
Es folgen daraus noch mehrere specielle Sfitze, die hier übergangen werden. 

In Bezug auf das Obige ist die Curve €P, unter andern, auch noch 
wie folgt bestimmt. Denkt man sieb rücksichtlich irgend eines der oben be- 
schriebenen Quadrupel abcd die Schaar Kegelschnitte, welche durch einen der 
vier Punkte, etwa durch d, gehen und dem durch die drei übrigen bestimmten 
Dreieck abc eingeschrieben sind, ferner in jedem Kegelschnitt den durch den 
Punkt d gehenden Durchmesser dd x und in dessen anderem Endpunkte d x die 
Tangente G des Kegelschnitts, so ist die Enveloppe aller dieser Tangenten 
die dort betrachtete Curve G\ und zwar für alle unzähligen Quadrupel 
stets die nämliche Curve. Auf diese Eigenschaft wurde der Verfasser durch 
seinen Freund, den Professor Schldfli in Bern, aufmerksam gemacht. — Die 
Curve G* wird ferner auch durch rollende Bewegung erzeugt 

Analogerweise gelangt man zu etwas allgemeineren Sülzen, wobei der 
obige Kreis m 2 durch einen beliebigen Kegelschnitt vertreten wird, und wobei 
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die Gegenseiten der vollständigen Vierecke abcd nicht mehr zu einander recht- 
winklig sind. Folgendes Beispiel möge hier genügen. 

Sind ms und mp zwei beliebige Halbmesser einer gegebenen Ellipse m 2 
und bewegen sich dieselben gleichzeitig um den Mittelpunkt m nach ent- 
gegengesetzten Richtungen so, da/h der vom Halbmesser ms beschriebene 
Sektor in jedem Moment doppelt so grofs ist, als der vom andern, oi/j, 
beschriebene Sektor, so ist die Enveloppe der durch die Endpunkte der 
Halbmesser gehenden Geraden , s/i = G, eine Curve dritter Klasse €P 
und vierten Grades, welche die Gerade G* zur ideellen Doppeltangente 
hat, und denen reeller Thml nur aus einem krummlinigen Dreieck u 2 v*w 7 
besieht, welches die Ellipse umschließt und sie mit seinen drei Seiten 
(Bogen) in drei solchen Punkten u, v, w berührt, welche die Ecken eines 
der Ellipse eingeschriebenen gröfsten Dreiecks sind} die Ecken jenes 
Dreiecks u 2 v 7 w 2 sind Rückkehrpunkte der Curve G z , die Rückkehrtan- 
genten gehen alle drei durch den Mittelpunkt der Ellipse und respective 
durch die genannten Berührungspunkte u 9 v, w; bis zu diesen Punkten 
genommen sind sie gerade doppelt so grofs, als die auf ihnen liegenden 
Durchmesser der Ellipse. Der Inhalt des Curvendreiecks ist zweimal so 
grofs, als die Fläche der Ellipse, und jeder der drei Arbelen zwischen 
beiden Curven ist einem Dritlheil der Ellipsen -Fläche gleich. 
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14. 

Einige Satze aas der Theorie der quadratischen 

Formen. 

(Von Herrn R. Lipichitz tu Königsberg in Pr.) 



Gaufs hat in seinen „Disquisitiones arithmeticae" den Zusammenhang 
untersucht, welcher zwischen der Anzahl der binaren quadratischen Formen 
einer gegebenen Determinante, und der Anzahl der Formen einer andern be- 
steht, die aus der ersten durch Multiplication mit dem Quadrat einer ganzen 
Zahl gebildet ist, und zwar durch Anwendung der Composition der Formen 
(S. art. 253 — 256). Nachdem Gaufs bewiesen hat, dafs die eine Anzahl zur 
andern in einem rationalen Verhiltniss steht, bestimmt er dasselbe für den Fall 
negativer Determinanten, für den Fall positiver Determinanten aber nicht. 
Als darauf Dirichtet die Anzahl der quadratischen Formen für eine gegebene 
Determinante durch Bildung unendlicher Reihen ermittelte, ergab sich jene von 
Gaufs gegebene Relation, und die entsprechende für positive Determinanten 
sehr einfach aus der Betrachtung der Reihen (S. Applications de l'analyse in- 
finitesimale ä la theorie des nombres, Band XXL dieses Journals). Indem icb 
mir nun die Aufgabe stellte, diese Sitze, sowohl für negative als für positive 
Determinanten, rein arithmetisch aus einer und derselben Quelle abzuleiten, 
wurde ich auf die Betrachtung der linearen Substitutionen geführt, deren sich 
Gaufs bedient hat, um entscheiden zu lehren, ob eine gegebene quadratische 
Form unter einer andern Form von verschiedener Determinante enthalten sei 
(S. Disq. arith. art. 213, 214), und ich gelangte so zur Lösung derselben. 
Da diese Anwendung der Gaufsischen Untersuchung, so viel mir bekannt, 
noch nicht gemacht worden, so theile ich sie im Folgenden mit. 

Es ist vorteilhaft, den besondern Fall zu untersuchen, in welchem der 
Quotient der verglichenen Determinanten das Quadrat einer Primzahl ist; 
denn wlhrend dadurch die Behandlung sehr vereinfacht wird, sind die Resul- 
tate so beschaffen, dafs die Satze für den allgemeinen Fall sich sofort aus 
demselben ableiten lassen. Ich beginne daher mit der Betrachtung der speciellen 
Gattung linearer Substitutionen, welche diesem Falle entsprechen. 
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Es sei p eine Primzahl, und die ganzen Zahlen a, ß, y, 9 mögen der 

Gleichung 

(10 ad-ß r =:p 

genügen. Bedient man sieh derselben, um awei Variabein x, y durch zwei 
neue Variabein x' y y' mittelst der Gleichungen 

x = ax'+ßy', 

r = r^+fy 

auszudrücken, so werden sie bekanntlich Substitutionscoefflcienten genannt, ihr 
Complex heifst eine Substitution, und wird durch das Symbol (° y \) bezeich- 
net. Aus diesem Gesichtspunkt betrachte man die Lösungen der Gleichung (1.), 
und nenne jede Lösung eine Substitution. 

Es seien a', ß f , y\ 9 ganze Zahlen, die der Gleichung 

(2.) dV-ßt*/ = 1 
genügen. Bildet man aus denselben, und den Coefficienten der Substitution 
\i) *" e Gleichungen 

1 •' ) ra '+9y = r, r p\w = j, 

so erfüllen A, B, r, J die Gleichung (1.)* und wir sagen: Die Substitution 
vT a) ' 8l ** er Subslitution \ *) aequivaleni. 

Es ist oft wichtig, wenn zwei Substitutionen ( ' A und (*' \) gegeben 

sind, zu beurtheilen, ob sie aequivalent sind, oder nicht. Um ein Criterium 
zu finden, bemerke man, dafs die Aequivalenz derselben die Existenz von 
4 ganzen Zahlen a f , ß\ y\ 9 voraussetzt, welche den Gleichungen (2.) und 
(3.) genügen. Aus den Gleichungen (3.) erhält man für dieselben die Werthe 

a , = 9A-ßr SB-ßJ 

C4) / p ' p ' 

\j — -yA+*r »_ -rB+ aJ 

P P 

an denen leicht zu sehen ist, dafs sie die Gleichung (2.) befriedigen. Es sind 
daher die gegebenen Substitutionen aequivalent oder nicht, je nachdem jene 
Werthe sämmtlich ganze Zahlen werden, oder nicht. 

Wir machen jetzt die specielle Annahme, dafs in jeder der beiden 
gegebenen Substitutionen der erste und dritte Coefficient ohne gemeinschafl- 
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lieben Tbeiler seien. Dann läfst sieb beweisen, dafa, wenn der Wertb von / 
eine ganze Zahl ist? oder die Congruenz 

(5.) ar— yA == (mod. p) 

befriedigt wird, auch die Werthe von a', fl, d' ganze Zahlen sein mttssen. 
Denn, verbindet man diese Congrnenz mit der, aus der Beschaffenheit obiger 
Substitutionen folgenden 

ad — yß = (mod. p), 
so folgt 

a{ßA — ßr)=0, y {dA — ßr) = Q (mod. />), 

und da a und y nicht beide durch p aufgehn dürfen, so mufs 

SA — ßr=0 (mod. />), 

das heifst, a! eine ganze Zahl sein. Ebenso schliefst man aus der Voraus- 
setzung, dafs A und F keinen gemeinschaftlichen Tbeiler haben, dafs die Werthe 
von ß' und <F ganze Zahlen werden. Es entscheidet daher die Congruenz (5.) 
Aber die Aequivalenz der gegebenen Substitutionen, und man kann hievon 
sogleich die Anwendung machen, dafs dieselben stets aequivalent sind, wenn 
A = a, r=y ist, was auch ß, d, B, J sein mögen. Doch ist nicht zu ver- 
gessen, dafs a und y ohne gemeinschaftlichen Tbeiler vorausgesetzt sind. 

Denkt man sich die silmmllichen Substitutionen, die der Gleichung (1.) 
genügen, in Classen getheilt, so dafs zwei Substitutionen in dieselbe Classe 
kommen, oder in verschiedene, je nachdem sie aequivalent sind, oder nicht, 
und wählt man aus jeder Classe ein Individuum, so hat man ein System von 
Substitutionen, das die doppelte Eigenschaft besitzt, immer eine und nur eine 
Substitution zu enthalten, die irgend einer gegebenen aequivalent ist. Nun 
enthält jede Classe Substitutionen, deren erster und dritter Coefficient ohne 

gemeinschaftlichen Theiler sind. Denn es sei ("'*) eine Substitution, in wel- 
cher a und y einen gemeinschaftlichen Theiler haben, so kann derselbe nur 
die Primzahl p sein, weil er vermöge der Gleichung ad — ßy=zp in p auf- 
gehn mufs. Dann aber müssen ß und 3 ohne gemeinschaftlichen Theiler sein, 

da — <J — ßZ-=\ ist. Nun zeigen die Gleichungen (4.), dafs die Substitution 

Gif °) ^ er Substitution (*' *) aequivalent ist; also ist die obige Behauptung 

erwiesen. Ans diesem Grunde ist es gestattet, bei der Eintheilung der sfimmt- 
liehen Substitutionen in Classen, die Betrachtung auf diejenigen m beschranken, 
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in welchen der erste und dritte Coefficient keinen gemeinschaftlichen Theiler 
haben. Da ferner anter dieser Voraussetzung alle Substitutionen, die densel- 
ben ersten ond dritten Coefficienten haben, nach einer oben gemachten Be- 
merkung, aeqoivalent sind, was auch der zweite und vierte Coefficient sein 
mögen, so ist es ausreichend, jetzt nur den ersUn und dritten Coefficienten 
der Substitutionen zu betrachten. Man darf endlich fordern, dafs der erste 
und dritte Coefficient der reprfisentirenden Substitution einer Ciasse nicht ne- 
gativ sei, da ganz allgemein die Substitutionen \\) und (^ a, ~f) aequi- 

valent sind. Man erhalt daher für irgend eine Classe einen ganz bestimmten 
Repräsentanten, wenn man, mit Ausschliefsung der Substitutionen, deren erster 
und dritter Coefficient einen gemeinschaftlichen Theiler haben, untersucht, für 
welche Individuen derselben der dritte Coefficient den kleinsten nicht negativen 
Werth hat, und aus diesen diejenige wählt, in welcher der erste Coefficient 
den kleinsten nicht negativen Werth hat. 

Die Lösung dieser Aufgabe erfordert nur eine sehr einfache Discussion 
der Congruenz (5.); dieselbe zeigt, dafs />-f 1 Classen existiren, und giebt 
folgendes System repräsentirender Substitutionen: 

O (To')> C;7). ca)- • • (V 7> 

§. 2. 

Die Transformation der binären quadratischen Formen durch lineare 

Substitution hat bekanntlich zu der Bemerkung geführt, dafs die Determinante 

der enthaltenen Form gleich dem Product der Determinante der enthaltenden 

Form in ein Quadrat ist. Es gehe die Form (a, b, c), deren Determinante 

V—ac = D ist, durch die Substitution ( a, J) in die Form (a', *', c') über, 

so hat man für die Coefficienten die Gleichungen 

I'a' = aar -{- 2bay -f cy 2 \ 
V = aaß + b(ad + ßy)-\- cyd, 
<? = a(y±2bßd+c#>, 

and es wird die Determinante 

D' = b n -a'c' = D{ad-ßy)\ 

Man nehme nun an, dafs ad — ßy = p, eine Primzahl sei und setze 
ferner voraus, dafs die ganzen Zahlen a, b, c, wie auch a, 2b, c keinen ge- 
meinschaftlichen Theiler haben, so dafs die Form (a> b> c) nach der von 

31* 
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Dirichlet eingeführten Benennung eine Form der ersten Art ist*). Dans 

läfst sich zeigen, dafs der gröfste Theiler der Form {ct y V, d) entweder die 

Einheit, oder p, oder p 2 sein mufs. Denn bildet man ans den Gleichungen (1.) 

die folgenden 

lp 2 a = 4# — W/ty\ef, 

(2.) \p 2 b = -ädß\b\da\yß) — e f ya i 

\fe = a'ß l -2b'ßa-\-c'a 2 , 

so zeigen dieselben, dafs der gröfste gemeinschaftliche Theiler von at, V, d 
in p 2 a, p 2 b, p 2 c, mithin in p 2 aufgehen mufs. Es hat aber p 2 nur die Theiler 
1, p, p 2 ; also ist die obige Behauptung erwiesen. 

Die Substitution y'V), mittelst deren die Form (a,b,c) in die Form 

{a' y V, c') transformirt wird, gehört unter diejenigen, mit welchen wir uns oben 
beschäftigten, nnd es ist leicht zu beweisen, dafs aeqnivalente Substitutionen, 
auf die Form {a, b, c) angewandt, aeqnivalente Formen erzeugen. 

Man denke sich nun die sämmtlichen Substitutionen \* s), für die 
ad — ßy = p ist, auf die Form (a, b, c) angewandt, und die hervorgehen- 
den Formen in Classen geordnet. Dann ist es ausreichend, das System re- 
pr Äsen tiren der Substitutionen zu benutzen, um für jede Classe mindestens einen 
Repräsentanten zu erhalten. Die so entstehenden Formen sollen zunächst unter- 
sucht werden ; und zwar wird gefragt, welche derselben den Theiler p haben. 

Um dies zu entscheiden, stelle man die p -j- 1 Formen wie folgt auf: 



cp 2 > 



1) Durch Qp, a' = a, b' = bp, c' = 

2) Durch (°'~ P )i a'=aa 2 +2ba + c, 

A' = — («a-f b)p, 
c' = ap\ 

wo a der Reihe nach = 0, 1, 2, . . . /*«— 1 zu setzen ist. 

Man stelle sich die Form (a, b, c) so eingerichtet vor, dafs ihr erster 
Coefficient durch p nicht theilbar sei, was immer möglich ist. Dann kann die 
erste Form (a, bp, cp 2 ) nicht den Theiler p haben. Um die andern p Formen 
au beurtheilen, erwäge man, dafs V und c' durch p aufgehn, mithin alles da- 
von abhängt, ob d durch p theilbar ist oder nicht. Statt et zu untersuchen, 



•) oder ntch Qauf$ eine forma proprie primitiva (S. Dirichlet applioatkws etc. 
Bd. XXI p. % dieses Journals und disq. arith. art. 326). 
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betrachte man, da a relative Primzahl zu p ist, aa'. Es wird also eine 
Form (a' } V, c') nur dann den Theiler p haben , wenn aa durch p aufgeht, 
oder wenn 

aa' = (aa + b) 2 — D==0 (mod. p) 

ist. Da a relative Primzahl zu p ist, so reproducirt der Ausdruck aa-\-b, 
wenn man a der Reihe nach =0, 1, . . . p—\ setzt, das System der Reste 
nach dem Modul p. Um also die quadratische Congruenz 

(aa + 6)* — D=:0 (mod. p) 

zu untersuchen, ist es zweckmAfsig, zu unterscheiden, ob p 4ine ungerade 
Primzahl, oder die Zahl Zwei ist. 

Ist p eine ungerade Primzahl, so zeigen die Gleichungen (2.), dafs 
der gröfste gemeinschaftliche Theiler von a\ 2b', d auch in p 2 aufgehen mufs, 
dafs mithin die Form (a>, V, c') nur von der ersten Art, oder aus einer Form 
der ersten Art abgeleitet sein kann. Es sind übrigens hier wieder drei Fälle 

zu sondern. 

Geht die ungerade Primzahl p in D auf, so giebt die Congruenz (3.) 
für a einen Werth, der durch 

aa-\-b ^e (mod. p) 

bestimmt wird. Gehl p 2 in D auf, so ist leicht zu sehen, dafs a\ wenn es 
durch p aufgehen soll, auch durch p 2 theilbar sein mufs. Dann wird gleichfalls 

b' = — (aa + b)p == (mod. />*)< 

c' = ap 2 = (mod. />*), 
mithin hat die Form (a', V, c') den gröfsten gemeinsamen Theiler p\ 

Ist D durch p nicht theilbar, und quadratischer Rest davon, so hat 
die Congruenz (3.) zwei Wurzeln, welche, wenn man 

g 2 == D (mod. p) 
setzt, sich so definiren lassen: 

aa t -{-b — £ = (mod. /*), 

aa 2 -f 6 -}- £ = (mod. />). 

Es ist flbrigens klar, dafs die beiden Formen, welche diesen Werthen von a 
entsprechen, den Theiler p 2 nicht haben können, da Dp 2 nicht durch p* aufgeht 
Ist D durch p nicht theilbar, und quadratischer Nichtrest von /*, so 
hat die Congruenz (3.) keine Wurzel; sie ist unmöglich. 



244 14. LipstkitZß über quadratische Formen. 

Beachtet man jetzt, dafs jede Form (a',V,cf), die nicht den Theiler 
p bat, ohne Theiler ist, so lflfst sich folgendes für Formen der ersten Art 
gültige Resultat aassprechen: 

Wenn die ungerade Primzahl p in D aufgeht, so giebt das System 
der p+i Substitutionen p Formen ohne Theiler r und eine Form, deren 
gröfster gemeinschaftlicher Theiler p 2 oder p ist, je nachdem p 2 in D auf- 
geht, oder nicht. 

Wenn D durch p nicht theilbar und quadratischer Rest von p ist, 
so giebt das System p — \ Formen ohne Theiler, und zwei Formen, 
deren gröfster gemeinschaftlicher Theiler p isL 

Wenn D durch p nicht theilbar und quadratischer JSichtrest von p 
ist, so giebt das System /?-fl Formen ohne Theiler. 

Wir kommen jetzt zu dem Fall, wo p*=2 ist. 

Da hier der erste Coefficient der Form (a, b, c) ungerade angenommen 

wird, so ist die Form (a, 2b, 4c) , welche der Substitution (* 2 ) entspricht, 

von der erstem Art. Diese Bezeichnung soll nämlich schon ausdrücken, dafs 
die betreffende Form ohne Theiler ist. Um ferner zu untersuchen, wann ci 
gerade ist, bedient man sich wie oben der Congruenz 

(4.) aa f = {aa + b)* — D= (mod. 2). 

Denn ist e! ungerade, so ist die Form (a'pb', c') nothwendig von der ersten Art. 

Es sind hier wieder zwei Falle zu unterscheiden. Ist D gerade, so 
giebt die Congruenz (4.) für ihre Wurzel die Bestimmung 

aa-f 6~~0 (mod, 2), 

und es ist leicht zu sehen, dafs die entsprechende Form (at, V, c*) aus einer 
Form der ersten Art durch Multiplication mit dem Factor 2 oder 4 abgeleitet 
ist, je nachdem 0=2, oder Z) = (mod. 4) ist, Ist D ungerade, so hat 
die Congruenz (4.) auch nur eine Wurzel, die durch 

aa -f b = \ (mod. 2) 

bestimmt wird. Erwägt man jetzt, dafs das Quadrat einer ungeraden Zahl, durch 
4 getheilt, den Rest 1 läfsL so folgt für D = 3 (mod. 4): a' = 2, 6' = 2, 
c* = Q (mod. 4), also (ft' y b',c f ) aus einer Form von der ersten Art durch 
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Multiplication mit dem Factor 2 abgeleitet; dagegen für JO = l (mod. 4): 
a'sO, b' = 2, c' = (mod. 4), also (a',b',</) aus einer Form von der 
•weiten Art durch Multiplication mit dem Factor 2 abgeleitet. Es ergiebt sich 
also folgendes für Formen der ersten Art und /» — 2 gültige Resultat: 

Ist Z) = 2, oder =0 (mod. 4), so giebl das hier aus dreien be- 
stehende System der Substitutionen zwei Formen der ersten Art von dpr 
Determinante AD, und eine Form, die respective aus einer Form der er- 
sten Art von der Determinante D durch Multiplication mit 2, odör aus 
einer Form der ersten Art von der Determinante \D durch Multiplication 
mit 4 abgeleitet ist. 

Ist D = 3, oder = 1 (mod. 4), so giebt das System zwei Formen 

der ersten Art von der Determinante AD, und eine Form, die respective 

aus einer Form der ersten oder zweiten Art von der Determinante D 

durch Multiplication mit dem Factor 2 abgeleitet ist. 

Die für eine Form der ersten Art durchgeführte Untersuchung könnte 

man auch auf Formen der zweiten Art*) ausdehnen. Es ist aber hier nur 

von Interesse, den Fall zu betrachten, wo (a, b, c) eine Form der zweiten Art, 

und ad — ßy = 2 ist. 

Es sei diese Form, deren Determinante D = 1 (mod. 4) sein mufs **), 
so eingerichtet, dafs a das Doppelte einer ungeraden Zahl wird. Eine Form, 

die durch Anwendung der Substitution (*'*) aus der gegebenen abgeleitet 

wird, gehört zur Determinante AD. Der gröfste gemeinschaftliche Theiler, 
den d> b f , c' haben können, ist 2; der gröfste gemeinschaftliche Theiler, den 
ci , 2b f , d haben können, ist 4. Das System, welches hier aus drei Substi- 
tutionen besteht, giebt # 

*) fflr (o,2)' äws * m > *' = 2 *> ^ = 4*, 

2) ^ (^~ 2 ), <£ = atf\2ba\c, V=-2{aa\b), c' = Aa, 

wo o = 0, 1 zu setzen ist. 

Man sieht, dafs die erste Form das Doppelte einer Form der ersten Art 
wird, da \a' ungerade ist. Um zu beurtheilen, ob in den andern beiden Formen 



*) d. h. Formen, in welchen die Zahl 2 der gröfste gemeinschaftliche Theiler von 
a, 2b, c ist; nach Gaufs formae improprie primitivae (disq. arith. art. 226). 

**) Siehe ebendaselbst. 
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d> welches immer gerade ist, durch 4 aufgeht oder nicht, untersuche man, ob 
ad nach dem Modul 8 den Rest oder 4 läfst. 

Da b ungerade, a gerade ist, so ist auch aa\b ungerade, folglich 
(aa -{- bf = 1 (mod. 8) ; mithin ist, 

für D = 5 (mod. 8), ad = {aa\b) % — D=4 (mod. 8), 
f*r D = i (mod. 8), ad = (aa-j- *)' — D = (mod. 8). 
Hieraus sieht man, dafs die beiden Formen, welche den Werthen a=0, a=l 
entsprechen, sich gleich verhalten. 

Ist Z) = 5 (mod. 8), so wird 

ö' == 2 (mod. 4) 

also jede das Doppelte einer Form der ersten Art ; ist D = 1 (mod. 8) , so wird 

d == (mod. 4), ft' = 2 (mod. 4), c' = (mod. 4), 

also jede das Doppelte einer Form der zweiten Art. — Man hat demnach 
folgendes für Formen der zweiten Art und ^ = 2 gültige Resultat: 

Ist D = 5 (mod. 8), so giebt das aus dreien bestehende System der 
Substitutionen drei Formen, die aus Formen der ersten Art von der De- 
terminante D durch Multiplication mit dem Factor 2 abgeleitet sind. 

Ist D = 1 (mod. 8), so giebt das System eine Form, die aus einer 
Form der ersten Art von der Determinante D, und zwei Formen, die 
aus Formen der zweiten Art von der Determinante D, durch Multiplication 
mit dem Factor 2 abgeleitet sind. 

§. 3. 
Nach diesen Vorbereitungen kann man den folgenden Satz beweisen: 
Es sei (d,b',c') eine Form der ersten Art von der Determinante 
D' = Dp 2 , wo D eine ganze 3ahl, p irgend eine Primzahl bedeutet. 
Dann läfst sich immer eine Form der ersten Art von der Determinante D 
angeben, unter welcher die Form (d,b\c') eigentlich enthalten ist Es 
sei (a, b, c) eine solche Form, so genügt jede Form derselben Classe 
der gestellten Forderung, jedoch keine Form einer anderen Classe. 
Denn es sei die Substitution, vermöge deren die Form (d, b\ d) unter 
der Form (a, b, c) enthalten ist, ( j), so hat man 

d = aa 2 -j- 2bay -f cy 1 , 
(1.) [V = aaß+b{afi+(fy) + cyd 9 
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und hieraus leitet man ab 

j ap 2 = a'tf 2 - 2b' dy -f c'f, 

(2.) ( bp 2 = cfdß -f b'(ad -f ßy) - c'ya, 

( ^ = a'f - 2b' ßa -j- c'a 2 . 

Wenn also eine Form (a, b, e) existirt, aus welcher mittelst einer Substitution 
( '\ji wo ad — ßy=p, die gegebene Form (d, b f , c') hergeleitet werden 

kann, so mufs aus der Form (a', V, d) mittelst der Substitution (_' ~~ ^) die 
Form (ap 2 , bp 2 , ep 2 ) hergeleitet werden können. 

Nun ist oben gezeigt worden, dafs das System der/>-fl Substitutionen, 
auf eine Form der ersten Art von der Determinante D' — Dp 2 angewandt, 
p Formen ohne Theiler, und eine Form vom gröfsten Theiler p 2 giebt. Da 
aber eine Form ohne Theiler einer Form vom Theiler p 2 nie aequivalent wer- 
den kann, so ist klar, dafs die samratlichen Substitutionen C'*)? auf die ge- 
nannte Form angewandt, immer eine und nur eine Classe von Formen erzeu- 
gen, die den Theiler p 2 haben. Es sei also (A, B,C) eine Form, die den 
Theiler p 2 hat, und sie sei aus der Form (a 9 , b\ c') durch die Substitution 

( J ~~j erzeugt worden. Dann setze man 

« = — b = — = — 

p* ' p % ' p % ' 

so ist (n, b, c) eine Form, unter welcher (a 9 , V , c') enthalten ist. Denn nach 
der Herleitung gelten die Gleichungen (2.), von welchen die Gleichungen (1.) 
eine Folge sind. 

Man sieht leicht, dafs jede der Form (a, b, c) aequivalente Form der- 
selben Forderung genügt. Und umgekehrt, soll eine Form (h, i, k) jener For- 
derung genügen, so mufs sie mit (a, b, c) in dieselbe Classe gehören. Denn 
es folgt aus den Gleichungen (2.), dafs die Form (Ap 2 , ip 2 , kp 2 ) zu der ein- 
fach bestimmten Classe von Formen gehört, welche aus der Form (a', b 9 , c') 
erzeugt werden, und den Theiler p 2 haben, mithin der Form (ap 2 , bp 2 , cp 2 ) 
aequivalent ist. Es ist daher auch (h, i, k) aequivalent (a, b, c). Ganz auf 
dieselbe Weise beweist man den folgenden Satz: 

Es sei (a', V , c') eine Form der ersten Art von der Determinante ö, 
die = 1 (mod. 4) ist; so läfst sich immer eine Form der zweiten Art 
von der Determinante D angeben, unter welcher die Form (2a' , 2b f , 2c') 
eigentlich enthalten ist. Es sei (a, b, c) eine solche Form, so genügt der 
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248 **• Lipochitz, über quaäratieeke Formen. 

gestellten Forderung jede Form derselben Gasse, jedoch keine Form 

einer anderen. 
Denn es sei die Substitution , vermöge deren die Form {2J, 2b\ 2c 9 ) unter 
der Form (a, b,c) enthalten ist, ( j), wo atf — /?y = 2 ist, so hat man 

!2a' = aa 2 +2bay-\-cy l , 
2b' = mß\ b(aö+ßy)-\-cyd, 
2J = af^bßö + eä 2 , 

woraus die Gleichungen 

(2a = dP -2b'ty\c'f, 
(4.) 26 =—ddß\V{ad\ßy) — eya, 
[2c ^ <£(P-2Vß*\e** 

folgen. Es ist jetzt nur von dem Satze Gebrauch zu machen *), dafs sämmt- 

liche Substitutionen (*' *)* wo <td — ßy — 2 ist, auf eine Form der ersten 

Art, deren Determinante D = 1 (mod. 4) ist, angewendet, immer eine und 
nur eine Ciasse von Formen geben, die aus einer Form der zweiten Art von 
der Determinante D, durch Multiplication mit dem Factor 2 abgeleitet sind. 
Dann folgt Alles, wie vorhin. 

§.4. 
Es sei ip i% <p 2 , . . . <fh das vollständige System der Formen erster Art 
von der Determinante D; es sei p irgend eine Primzahl; man wende auf die 

Form tpi die sämmtlichen Substitutionen ("' *) an, wo ad—ßy=zp ist, 

und unterwerfe die daraus hervorgehenden Formen der Bedingung, ohne 
Theiler zu sein. Diese Formen, zur Determinante D'=zDp 2 gehörig, 
und von der ersten Art, ordne man in Gassen, und wähle für jede Gasse 
einen Repräsentanten ; ebenso verfahre man der Reihe nach mit den For- 
men (fa, (p z , . . . <p h : so behaupte ich, dafs die resprflsentirenden Formen 
ein vollständiges System der Formen erster Art, von der Determinante U , 
bilden. 

Denn wollte man annehmen, dafs dieselbe Form zwei Hai erscheint, 
so mftfste sie unter zwei verschiedenen Formen des Systems y M y 2 * • • • <Ph 
enthalten sein, was nach dem ersten in §. 3 aufgestellten Satz unmöglich ist 



*) Derselbe bildet einen TheH des zweiten in $. 2 ausgesprochenen Resultats. 



#<#. LipsckitZj über qnadratieche Formen. 249 

Oder wollte man annehmen, dafs eine Form fehlt, so möfste diese Form nach 
demselben Satz dennoch unter einer ganz bestimmten Form des Systems (p^ 
y 2 , • . . <p h enthalten sein; was einen Widerspruch giebt. 

Auf ganz analogen Granden beruht der folgende Satz: 

Es sei 9j, (p 2 ^ ... <ph< das vollständige System der Formen zweiter 
Art von der Determinante D. Man wende auf die Form q> x die sämmt- 

lichen Substitutionen \\) an, wo a<7— /9y = 2 ist, und unterwerfe die 

daraus hervorgehenden Formen der Bedingung, aus Formen der ersten 
Art durch Multiplication mit dem Factor 2 abgeleitet zu sein. Diese For- 
men, zur Determinante AD gehörig, ordne man in Classen, und wähle 
für jede Classe einen Repräsentanten; ebenso verfahre man der Reihe 
nach mit den Formen 9^, qpj, .. . (p h ,i so behaupte ich, dafs die repräsen- 
tirenden Formen ein vollständiges System der Formen erster Art von der 
Determinante D bilden, jede Form mit dem Factor 2 multiplicirt. 

§. 5. 
Um aus den Sätzen des vorigen Paragraphen weitere Schlösse zu ziehen, 
ist es nöthig, folgende Aufgabe zu lösen: 

Es sei <p = (a,b,c) eine Form der ersten Art von der Determinante D: 
man soll die sämmtlichen Formen (a'yb'yc'), die aus derselben durch alle 

Substitutionen \\)% wo ad—ßy=p, abgeleitet werden können und die 

ohne Theiler sind, in Classen ordnen, und die Anzahl der Classen angeben. 

Wie oben bemerkt, ist es nur nöthig das System der p-\-i Substitu- 
tionen # ) anzuwenden, um sicher zu sein, dafs keine Classe un vertreten bleibe; 
auch hat sich gezeigt, dafs unter diesen p -f 1 Formen diejenigen, welche obne 
Theiler sind, Formen der ersten Art werden, d. h. dafs sobald a f , b\ c f ohne 
gemeinschaftlichen Theiler sind, dasselbe auch für a!> 2b', c' der Fall ist Die 
Substitutionen, welche solche Formen geben, sind in §.2 bestimmt worden 
und das fOr ihre Anzahl k daselbst gefundene Ergebnifs kann wie folgt in 
Zeichen zusammengefafst werden: 

Wenn p eine ungerade Primzahl ist, die in D nicht aufgebt, und das 
Zeichen ( — ) die positive oder negative Einheit bedeutet, je nachdem I) 



•) Siehe §. 1 zu Ende. 
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quadraiicher Rest oder Nichtrest von p ist, so erhält man 

Ist dagegen p eine ungerade Primzahl, die in D aufgeht, oder die Zahl 2, 

so ist 

k = p. 

Es sei nun ans der gegebenen Form <p — (a f b,c) die Reihe der Ar 
Formen ohne Theiler, von der Determinante D f = Dp 2 abgeleitet: 

so bedarf es eines Mittels zu beurtheilen, welche von diesen Formen einer 
bestimmten Form f unter denselben aequivalent sind. 

Gesetzt es sei die Form /J der Form f aequivalent, so dafs f % durch 

die Substitution ( / £), wo a'd'—(¥/= 1, in /"übergeht; es sei ferner /"aus 

(p durch die zu dem oben aufgestellten System gehörige Substitution ("4)9 
f % aus (p durch die ebenfalls zum oben aufgestellten System gehörige Sub- 
stitution v* 1 '? 1 ) entstanden. Da durch die Substitution l * ) die Form w 

in die Form /i, durch die Substitution \J#) die Form /i in f transformirt 
wird, so bilde man die Ausdrücke: 

-J A transformirt die Form q> in die Form /. Diese 

Substitution ist aequivalent der Substitution \fi)-> durch welche die Form (p 
in /l übergeht. Denkt man sich also die sämmtlichen Substitutionen aufgestellt, 
durch welche die Form <p in f übergeht, so mufs sich die Substitution \Zl \ 

welche der Substitution \g l J aequivalent ist, unter denselben befinden. 

Diese Betrachtung führt zu folgendem Verfahren: 

Es ist gezeigt worden, dafs aus einer gegebenen Substitution (*'*)> 

die von der Form <p zur Form f führt, die sämmllichen ähnlichen Substitutio- 
nen abgeleitet werden können (Gaufs disq. aritb. art. 162). Nachdem die- 
selben aufgestellt worden, ordne man sie in Classen, and wähle die Reprä- 



14. Lipschitz, über quadratische Formen. 251 

sentanten aus dem System der />-fl Substitutionen. Es sei z. B. der Reprä- 
sentant einer dieser Classen (* 2> jf)* so ist leicht zu sehen, dafs die Form f x 

der Form f aequivalent ist; und so ergiebt jede Substitutions-Classe eine 
Form aus der Reihe 

119 /2i • • • fh 

mit der die betrachtete Form f aequivalent ist. Nähme man an, dafs aufser 
den so gefundenen Formen noch eine Form der Form f aequivalent werde, 
so würde ein Widerspruch entstehen. Denn es sei diese Form /\, so ist oben 
gezeigt worden, dafs unter den sämmtlichen Substitutionen, die (p in f trans- 

' A ) sich finden mufs, deren aus dem System 

der //-fl Substitutionen genommener Repräsentant ("' ^ ) ist. 

Es ist jetzt zunächst folgende Untersuchung anzustellen: 

Die Form tp — (a, b, c) gehe durch die Substitution unseres Systems 

(*'$) in die Form /"= {al, b\ c 1 ) über, welche zur Determinante D' — Dp 2 

gehört, ohne Theiler und von der ersten Art ist. Dann erhält man die sämmt- 
lichen ähnlichen Substitutionen durch die Ausdrücke *) 

A = at — (ab -f yc) v, 
.B = ßt-(fik+*c)m 9 

J = dt\-{ßa + db)u, 
wo t, u alle ganzen Zahlen sind, die der unbestimmten Gleichung 

(3.) t*-Du 2 = 1 

genügen. Diese Substitutionen ( ' J sollen in Classen geordnet, und die An- 
zahl der Classen soll angegeben werden. 

Um jetzt für die Aequivalenz zweier Substitutionen das Criteriuro (5.) 
des §. 1 anwenden zu können, ist es nölhig zu zeigen, dafs im gegen- 
wärtigen Falle der erste und dritte Substitulionscoefficient nicht gleichzeitig 
durch p aufgeben. Es ist aber in unserm System von Substitutionen ß = 0, 
d = (mod. p) , folglich vermöge der Gleichungen (2.) , auch B = 0, 



*) Sie sind in den von Gau/s (disq. arith. art. 162 pag. 181) gegebenen als spe- 
cieller Fall enthalten, da hier der grofste gemeinschaftliche Theiler von af, W, e', also 
nach Ganfs die mit m bezeichnete Zahl, = 1 ist. 
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J = (mod. p). Daher bat man die Gleichung 

p v 

so dafs A und T ohne gemeinschaftlichen Theiler sein mftssen. 

Es seien nun \p j) und ( ' J Substitutionen, die respective den 

Lösungen /, u und t\ v! der unbestimmten Gleichung (3.) entsprechen. Die- 
selben werden (nach §. 1 Gl. (5.)) aequivalent sein, oder nicht, je nachdem 
die Congruenz 

Ar' — A'r~=0 (mod. p) 

befriedigt wird, oder nicht. Setzt man fdr A, I\ AT, J" ihre Werthe aus den 
Gleichungen (2.), so geht dieselbe in 

Ä '(fti'_/'ii) = (mod. p) 

Über, und, da die Form (a' } b', c') so beschaffen ist, dafs a! durch p nicht auf- 
geht # ), so läfsl sich die Congruenz ersetzen durch 

(4.) lu' — l'u = (mod. p). 

Man siebt sogleich, dafs entgegengesetzte Lösungen, wie t, u und 
— t, — u aequivalente Substitutionen geben. Fflr das Weitere ist es aber 
nöthig zu unterscheiden, ob die Determinante negativ oder positiv ist. 

I. Die Determinante D sei negativ, und ihr absoluter Werth gröfser 
als die Einheit; dann hat die Gleichung (3.) nur die beiden Lösungen f= + l, 
u — 0, welche eine Classe von Substitutionen geben. 

Ist die Determinante D = — 1 , so bat die unbestimmte Gleichung 

< 2 +* - 1, 
aufser den Lösungen /s+1, ii = 0, welche eine Classe von Substitutionen 
geben, die beiden < = 0, * = ±i, welche auch nur eine Classe geben. Die 
entscheidende Congruenz (4.) zeigt aber, dafs diese beiden Classen von einander 
verschieden sind. 

II. Die Determinante D sei positiv, so sind die slmmtlichen Lösun- 
gen der Gleichung (3.) in der Formel 

t m + m m yD = ±(T+VjDT 



* ) Es hat sich nömlich ($. 2, zu Anfang) gezeigt, dafs simmUiche aus der Anwen- 
dung des Systems der j>-f i Substitutionen hergeleiteten Werthe von b?, & durch /? thefl- 
bar sind, sodafs. in den hier betrachteten * Formen ohne Theiler, et zu p relative 
Primzahl sein muis. 
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enthalten , wo T, U die kleinsten positiven Werthe sind, welche derselben 
genfigen, n aber alle ganien Zahlen von — oo bis -j- oo bedeutet. Zu Folge 
einer oben gemachten Bemerkung genügt es für den gegenwärtigen Zweck 
diejenigen Lösungen zu betrachten, für welche in dieser Gleichung das Plus- 
seichen zu nehmen ist. 

Die Determinante der Form f— (a f , V, c') ist D* = Dp 2 . Bezeichnet 
man die kleinsten positiven Werthe, die der unbestimmten Gleichung 

t n_ D f u n = j 

genfigen, dnrcb T', V, so sind T f , pU' Lösungen der unbestimmten Glei- 
chung (3.); und da pü' positiv ist, so mufs ein positiver Index (> existiren, 
für welchen 

ist. Man sieht leicht, dafs (> der kleinste positive Exponent ist, für welchen 
der Werth u durch p (heilbar wird, und dafs, wenn m$ irgend ein Vielfaches 
von q bedeutet, 

l m9 + u mt y>D. = (T+ U1D) m * = (T'-J- U'yD> )", 

mithin u m ^ auch durch p theilbar ist. 

Ich behaupte jetzt, dafs wenn man in der Formel 

t,-\.* fll /D = (T+U ] /Dr 

der Reihe nach ^ = 0, 1,2, . . .(> — 1 setzt, die daraus entstehenden (»Lösun- 
gen der unbestimmten Gleichung (3.) die doppelte Eigenschaft haben, dafs 
nicht zwei verschiedene unter ihnen vorkommen, für welche 

tu 9 — t'u = (mod. p) 

würde, und dafs für jede beliebige Lösung t^, u^ eine Lösung l M , u M aus 
jener Reihe dar p Lösungen angegeben werden kann, so dafs 

tpUp — tpUp = (mod. /O 
ist. 

Um den zweiten Punct zuerst zn erledigen, nehme man für das ge- 
gebene p! den Werth p, als seinen Rest nach dem Modul q, aus dem System 
0, 1, 2, . . . q—1. Dann ist also p!— u ein Vielfaches von q, und u^^ =0 
(mod. /p). Bildet man nun die Ausdrücke : 

= (V+v/D)(i,-«,/ö) 
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so erhält man 

V-„ = t ß u^ — tf w, = (mod. p) ; 

was gezeigt werden sollte. 

Wollte man aber annehmen, dafs es unter den aufgestellten (> Lösungen 

zwei gfibe, die der Congruenz (4.) genügen, und es seien die beiden Indices 

derselben p! und /i, wo p!^Lp>, so würde man tu dem Schlufs gelangen, dafs 

«^„^ = (mod. p) 

sein mufs. Da aber der Annahme gemfifs (> der kleinste positive Index ist, 
för welchen ii = (mod. p) wird, und sowohl /u' als fi positiv und <C q sein 
sollen, so mufs p! — ^ = sein, d. h. die beiden Lösungen sind identisch. 

Man hat demnach das Resultat, dafs die aufgestellten y Lösungen (f von 
einander verschiedene Substitutionen der Form <p in die Form f geben, welche 
die sämmllichen Substitutionen dieser Art repräsentiren ; oder, die Anzahl der 
Gassen von Substitutionen, welche man erhalt, ist 

_ logiT+UWW) 
9 — log(T+ ÜVÜ) ' 

Man sieht, dafs die Anzahl der Classen, in welche die sSmmtlichen 

P A \ vermöge deren eine Form <p in eine Form / fibergeht, 

zerfallen, nur von der Determinante D und der Primzahl p abhängt. Diese 
Anzahl bestimmt aber, wieviel Formen aus der Reihe 

/n /i> /ii • • • fk 
einer derselben f aequivalent sind. Es müssen also, da D und p in allen 
dieselben Werthe haben, jeder Form gleichviel Formen aequivalent sein, oder: 
die oben bestimmte Anzahl der aequivalenten Formen mufs in k aufgehn. Es 
läfst sich daher die Anzahl der wesentlich verschiedenen Formen aus jener 
Reihe, die mit / bezeichnet werden möge, angeben. 

I. Wenn die Determinante D negativ ist, so wird, wenn sie nume- 
risch gröfser als 1 ist, 

für den besondern Fall D = — 1, 

' 2 

II. Wenn die Determinante D positiv ist, so wird 

~~ log(T'4-ü'YD') 
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Um diese Sätze mit dem ersten Satze in diesem §. verbinden zu 
können, bemerke man, dafs der Werth k auch nur von der Determinante D 
und der Primzahl p abhangt, und nicht individuell von der Form <p = (a, b, c). 
Es wird also aus jeder der Formen </> n y 2 , . . . <p h dieselbe Anzahl von For- 
men ohne Theiler von der Determinante D' = Dp 2 erzeugt. Ist daher h die 
Anzahl der Formen erster Art von der Determinante D, kl die Anzahl der 
Formen erster Art von der Determinante Lf = Dp\ so ergiebt sich die 
Beziehung, dafs h' und h in einem angebbaren VerhSltnifs stehen, und 

zwar dafs 

A' = M 

ist. Durch successive Anwendung dieses Satzes ist man im Stande, folgen- 
des allgemeine Resultat herzuleiten: 

Es sei h die Anzahl der Formen erster Art von der Determinante D, 
ferner k' die Anzahl der Formen erster Art von der Determinante D'—D&*, 
wo £ irgend eine Zahl bedeutet, es seien r, r', r" . . . die ungeraden 
Primzahlen, die in D' aufgehen, ohne D zu theilen, und es bezeichne 
das Symbol ITF(r) die Bildung eines auf die Primzahlen r, r\ r" ... 
auszudehnenden Products, so ist fflr eine negative Determinante: 



* = «ir(i-(i)£) : 

In dem Fall, wo D=— 1, ist indefs die linke Seite zu verdoppeln. 

Fttr eine positive Determinante dagegen hat man, wenn T, U und 
T, U' die kleinsten positiven Werth e sind, die resp. den Gleichungen 
J 1 — Ife'sl, t n — D?u n = \ genflgen: 

(Man vergleiche die in §. 1 angefahrte Diricktetsche Abhandlung, Bd. XXI 
pag. 12 dieses Journals.) 

§• 6 
Um aus dem zweiten Satze des §. 4 Ahnliche Resultate zu erhalten, 

ist folgende Aufgabe zu lösen: 

Es sei (p=sz(a,b,c) eine Form der zweiten Art, von der Determinante D: 

man soll die Formen, welche durch Anwendung der s*mmtlichen Substitutionen 

(*'j)' wo *9—ßY~% ist, erzeugt werden, und der Bedingung genflgen, 
ans Formen der ersten Art von der Determinante D durch Multiplication mit 

Hanta! f. d. M. Bd. LI1I. Htft 3. 38 
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dem Factor 2 abgeleitet zu sein, in Classen ordnen, und die Amahl der 
(Hassen angeben. 

Der Untersuchung de» §. 8 nnd dem daselbst ausgesprochenen dritten 
Resultat gemAfs ist hier, wo unter allen Umständen D = 1 (mod. 4) sein 
mufs, an unterscheiden, ob Z) = 1, oder = 5 (mod. 8). Im ersten Fall, wen 
ZJ = 1 (mod. 8), giebt das oben aufgestellte System von Substitutionen nur 
eine Form von der vorgeschriebenen Beschaffenheit, also exislirt immer wir 
eine soMie Classe von Formen. Ist dagegen = 5 (mod. 8), so giebt das 
System von Substitutionen drei Formen von der verlangten Beschaffenheit, 
deren Aequivalenz beurtheilt werden mufs. Um aber die Betrachtungen des 
verigen Paragraphen nicht zu wiederholen, kann man sogleich folgende Frage 
stellen : 

Die Form q> = (a, b, c) gehe durch die zum aufgestellten System ge- 
herige Substitution \ *) in die Form f über, welche aus einer Form der 

ersten Art von der Determinante D durch Multiplication mit dem Factor 2 
abgeleitet ist; dann erhalt man die sAmmtiichen ahnlichen Substitutionen durch 
die Ausdrücke 

j «<— - (a6-}-yc)i# 

* — g ' 

2 ' 

A St+(ßa+db)u 

wo t, u sfimmtliche Zahlen sind, die der unbestimmten Gleichung 

(2.) P— Dit = 4 

genügen; wieviel verschiedene Classen geben diese Substitutionen (j?^*)? 

Ehe diese Frage beantwortet wird, ist zu bemerken, dafs der Nach- 
weis, dafs A, B, r, 4 ganze Zahlen werden, für diesen Fall von Gaufe 
(Disq. arith. art. 162) nicht gegeben ist. Doch läfst sich, ebenso wie dort, 
aeigen, dafs, da y = (a, b, c) eine Form der zweiten Art ist, die Ausdrücke 

""1 M , -jj- ganze Zahlen sind« Daraus folgt dann auch, da in dem aufge- 
stellten Substitutions- System ß = 0, <f = (mod. 2), dafs B = 0, JsO 
(mod. 2), folglich A und T ohne TheUer sind. Es seien (£'*) und (£*) 



(1> 
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Substitutionen, die resp. den Lösungen t, u und /', u' der Gleichung (2.) 
entsprechen, so werden dieselben aequivalent sein, oder nicht, je nachdem 
der Congruenz 

Ar—J!r=0 (mod. 2) 

gentigt wird oder nicht. Setzt man hier die Werthe aus den Gleichungen (1 .) 
ein, so ergiebt sich: 

J M ~ fu = (mod. 2), 

oder, da a! das Doppelte einer ungeraden Zahl ist: *) 

(3.) **' — <'« = (mod. 4). 

Ganz wie im Fall des vorigen §. sieht man, dafs Losungen wie t, u 
und —ty—u aequivalente Substitutionen geben; und auch hier ist der FaD 
einer positiven Determinante und der einer negativen zu sondern. 

L Ist die Determinante negativ, und — -D>3, so bat die unbestimmte 
Gleichung (2.) nur die beiden Losungen / = + 2, u = 0, welche einer Ciasse 
von Substitutionen angehören. 

Ist D—— 3, so hat die unbestimmte Gleichung 

<*-}-3ti* = 4 

die 6 Lösungen / = ±2, ti = 0; / = ±1, *=1; #=±1, *= — 1. Je 
zwei derselben geben zufolge einer oben gemachten Bemerkung dieselbe Gaste 
von Substitutionen. Die Lösungen * = 2 , w = ; / = 1 , ti = 1 ; '=1, 
n=— 1 bezeichnen aber drei verschiedene Classen. 

IL Ist die Determinante D positiv, so werden die' sfimmtlichen Lö- 
sungen der unbestimmten Gleichung (2.) wie folgt ausgedrückt: 

— 2 — ±k $ ; * 

wo T f und 17' die kleinsten positiven Werthe sind, welche derselben genügen, 
und ii alle ganzen Zahlen von — <x> bis -f °o bedeutet. Zufolge der oben ge- 
machten Bemerkung ist es ausreichend, das obere positive Zeichen zu nehmen. 
Es sind nun zwei Fälle zu unterscheiden. 



# ) Die Gründe hierfür sind denen analog, nach welchen af im Fall des vorigen $. 
ungerade war. In allen drei Substitutionen, aus welchen hier das System derselben be- 
steht, da p = 2, haben nämlich 21/ und d den gemeinschaftlichen Theiler 4; also kann 
(a(,V,d) nicht das Doppelte einer Form der ersten Art sein, ohne dafe a' das Doppelte 
einer ungeraden Zahl ist 

38» 
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Wenn U' gerade ist, so mufs vermöge der Gleichung 

T n -DV n = 4, 

auch T* gerade sein. Dann sind y, y die kleinsten positiven Werthe der 

nnbestimmten Gleichung 

T 2 -Dü 2 = 1, 
and man hat 

folglich wird jedes u gerade, and deshalb auch jedes t gerade, also die Con- 
gruenz (3.) immer befriedigt, and es existirt nur eine Classe von Substitutionen. 
Ist dagegen U' ungerade, so ist bemerkt worden (S. die angeführte 
Abhandlung von Dirichtet Bd. XXI pag. 11 dieses Journals), dafe der Ex* 
ponent 3 den Werth u y immer gerade macht, und dafs es der kleinste ist, der 
dies bewirkt. Setzt man 

so sind daher T, U die kleinsten positiven Werthe der unbestimmten Glei- 
chung t 2 — Du 2 = \. 

Man kann nun, ganz wie im vorigen Paragraph, beweisen, dafs, wenn 
man in der Formel 

u der Reihe nach = 0, 1, 2 setzt, die drei entstehenden Lösungen so be- 
schaffen sind, dafs nicht 

tu 9 — t'u = (mod. 4) 

werden kann, aufser wenn t — t', u = u! ist. Diese drei Lösungen geben 
also drei von einander verschiedene Classen von Substitutionen, und mehr 
Classen existiren nicht; also müssen sich die sämmllichen Substitutionen unter 
diese drei repräsenlirende vertheilen, was auch direct gezeigt werden kann. 
Die Anzahl der Classen, in welche die sflmmtlicben Ähnlichen Substi- 
tutionen zerfallen, welche, je nachdem U* gerade oder ungerade, = 1 oder 
= 3 ist, lfifst sich durch eine und dieselbe Formel darstellen. Diese Formel 
kann sogar den Fall D==l (mod. 8) umfassen, wo immer nur eine Classe 
existirt, und die unbestimmte Gleichung 

P — Du 2 = 4, 
nur durch ein gerades u befriedigt werden kann. 
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Nennt man nämlich T f , U' die kleinsten positiven Werthe, welche 
dieser Gleichung, T, U die kleinsten positiven Wert he, die der Gleichung 
f — Dt? = 1 genflgen, so ist jene Anzahl 

_ \og(T+uyp) 

— \og\{T+ü'VD) 
Man sieht, dafs die Anzahl von Classen, in welche die sämmtlichen 

Substitutionen ( r '~T) zerfallen, immer nur von der Determinante D abhangt 

Man findet daher für die Anzahl / der Classen, welche die ans der Form der 
zweiten Art <p — (a, b, c) auf die vorgeschriebene Art erzeugten Formen bil- 
den, vermöge ganz derselben Betrachtung wie oben, folgendes Resultat: 

I. Ist die Determinante D negativ, und numerisch grOfser als 3, 
so wird 

/ = 1, 0=1 (mod. 8); /=3, = 5 (mod. 8). 

Fflr die Determinante D = — 3 aber ist 

/= 1. 
IL Ist die Determinante D positiv, so hat man 

/ »ortd»* PVP) n _ 4 (mtlA o V 

1 = 3 \og(T+Ujü) ' D = b O od ' 8 )- 

Erwägt man nun, dafs der Wertb von / gar nicht individuell von der 
Form <p — (n,b,c) abhängt, sondern nur von der Determinante D, so giebt 
die Verbindung dieser Resultate mit dem zweiten Satze des §. 4 den Schlafs, 
dafs jede Form des Systems <p x , <p 2 , • . • (ph< dieselbe Anzahl von Formen 
erzeugt, welche aus Formen der ersten Art von der Determinante D durch 
Multiplication mit dem Factor 2 entstanden sind, und so gelangt man zu fol- 
gendem Satz: 

Es sei h die Anzahl der Formen erster Art von der Determinante D, 
h 9 die Anzahl der Formen zweiter Art von derselben Determinante, die 
immer = 1 (mod. 4) sein raufs, so existirt zwischen h und h* die Relation 

h = Kl. 

(Man vergleiche die angefahrte Dirichletsche Abhandlung Bd. XXI pag. 10 
dieses Journals.) 

Königsberg in Pr. im November 1854. 
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15. 

Propri6t6s g£n6rales des courbes algebriques et 
th£orämes sur les coniques homoth&iques. 

(Par M. Woepcke.) 



ßSoienl d, C 2 , C 3 trois courbes de l ordre n, passant par 
\n(n— t)+l-f r mime* points, r etant un des nombres 0, 1, 2,3, ...,2n— 3. 
Lfj courbes C 2 et C 3 *4 couper onl, en outre, en ^(it— l)(n-f 2) — r /wtufr a t , 
rf pareillement les courbes C k et C 2 se cauperont en i(n— l)(ft-f 2) — r 
points a 3 , et les courbes C k et C 3 en i(n— l)(n-f 2)— r /wiitfe o,. Par 
/^ |(n— l)(n-f 2)— r pn/« a k menons une courbe c l de Vordre n— 1; 
e//* coupera, en outre, C 2 en ■$(* — l)(n — 2) -fr pom/* p 7 , et C s *» 
|(n— l)(n — 2)-}-r /wwnte /* 3 . Par les \{n— l)(n — 2)-f *■ />oiiito p, *f 
/;ar 2(n — 1) — r <fr* points a 2 faisons passer une courbe c 2 de Vordre 
n— 1, €< de meme par les i(n— i)(n— 2)-fr ^atnte /* 2 *< par 2(n— 1)— r 
de« points <h **** courbe c z egalement de Vordre n — 1. Je dis que c^ 
passe aussi par les \{n— t)(n — 2) autres points (h, que c 3 passe aussi 
par les i(n— t)(n— 2) autres points a 3 , et que des (n — i) 2 points d'inter- 
section des courbes c 2 et c 3 , |(n— l)(n — 2)-f r *0*' «/•!& *nr /a courbe 
C t et ±n(n— 1) — r *wr /a courbe c v 

En effet, considerons les systemes (C 2 , c 2 ) et (C M tf 3 ) comme deux courbes 
de Tordre 2n— 1. Le Systeme (C n c x ) passe par |(2n— 1){(2»— l)-f 3} — 1 
points d'intersection des deux premiers systemes, a savoir 1° par les H 7 points 
d'intersection des courbes C 2 et C*, 2° par les i(n— l)(n — 2)-f r points f»t 
et les 2(n— 1) — r points Os, intersections des courbes C 2 et c 3 , 3° par les 
±(n — 1)(» — 2)-f r points ^ et les 2(n— 1) — r points o», intersections 
des courbes C, et c t . U s'ensuit que le Systeme (C,, c A ) passe aussi par les 
|(2n — 1){(2»— 1) — 3}-f- 1 autres points d'intersection de (C^ c%) avec 
(C 3 , c 3 ), & savoir 1° par les f(n— t)(n — 2) autres points d'intersection de 
C 2 avec c 3 , 2° par les i(i»~ l)(n — 2) autres points d'intersection de C t avec c^, 
3° par les (n— l) 2 points d'intersection de c 2 avec £ 3 . 

Or, nous connaissons tous les n(n— 1) points que la courbe c t a en 
coromun avec la courbe C 2 ; ce sont les £ (n — 1 ) (n -f 2) — r points a t et les 



iä. Woepcke, $ur les courbe* alg^briques. 261 

±(*— 1) (n—2) -fr points p 7 ; consequemment les ±{n—i)(n—2) autres 
points d'interseetion de C 2 avec c, ne peuvent pas se trouver sur c t , mais 
doivent dtre situes rar C v Done ces $(*—l)(n— 2) points d'interseetion de 
Cz avec c 3 doivent se trouver parmi les intersections de C x avec C 2 ; mais 
ce ne peuvent dtre ni les \n{n — \)\\\r points communs«aux courbes 
C,, Cz, C 3> parce que ceux-ci fönt partie du 1 er des trois groupes dontae 
composent les |(2n— l){(2n— l)-f3}— 1 points ci-dessus mentionnes, tandis- 
que les points dont U s'agit ici soat du nombre des ±(2n — l){(2n— 1) — 3}-fl 
autres points; et ce ne peuvent pas dtre non plos les 2(n— 1)— r points a% 
par iesqaels on avait fait passer des l'abord la courbe c^ Ces deiix groapes 
de points dtant exclus, il ne reste plos des intersections de C t avec C t quo 
les ±(fl —l)(it — 2) autres points o,; done la conrbe c s passe aussi par ces 
\(n — l)(n — 2) antres points e y On d&montre de la mdrne maniere qne la 
courbe c* passe aussi par lös \(n — i)(» — 2) points a 7 par lesqnels on ne 
Pavait pas fait passer d'abord. 

Considdrons maintenant les (n— l) a points d'interseetion de c t avec c y 
La conrbe c a coope C 4 en $(*— l)(*+2) — r points a 1 et en K* - 1)(*— <&)+ r 
autres points a'; de mdme eile conpe c x en ±{n— l)(is — 2)-f r points /* 5 et 
en |n(»— 1) — r autres points /?• Pareillement la courbe c, conpe C t en 
i(n— 1)(»+2) — r points 03 et en ^(ti— l)(n — 2)-f autres points a", et 
*i en i(n— l)(n— 2)-fr points p 2 et en J-n(n— 1)— r autres points /?'. 
Nons avons vu que le Systeme (C n c x ) passe par les (n — l) 3 intersections de 
€, avec c 3 , c'est a dire que parmi tous les points que c } a eo commnn avec 
£1 et £*, (n — 1)* eoineident avec des points que c, a en commnn avec C* 
et <?j. Or, ^ n'a en commun avec C t et r x que les n(n— 1) points o, et /* s 
et les (11— l) 2 points d et /97 de mdme c 3 n'a en commun avec C* et c t que 
les n(n— 1) points <** et p 2 et les (n— l) a points a" et /9"; les points a % et 
|», dtant distincts des points flj et p % ne peuvent pas dtre les points coincidants ; 
consequemment il faut que ce soient les points o! et ff qui coincident avec les 
points a" et ß> 9 ,. ou en d'autres termes, il s'ensuit que des (n— l) 7 points 
d'interseetion de <h avec e 39 i(»— -l)(n— 2)-}-'' sont situds sur la courbe C, 
et ^n(n— 1)— r sur la courbe c v 

Corollaire. 

tfltant donnies une conique B t et une droit* £/ M si par un point 
n x prie sur la drconfirenee de H t on mene deux droits* L* et L s dont 
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la pr emier e coupe la conique H x en n t et p 2 , et la droite L x en 7i 3 , et 
dont la seconde coupe la conique H t en n Y et /* s , et la droite L t en ti 2 , 
et si on fait passer par les points pf et n 7 une conique H 2 homotketique 
ä H % et coupant la conique H l en p 3 et P, et la droite L { en n 2 et p x \ 
les points P, p t , p 2 , n 5 se trouvent sur une conique S hotnothetique ä 
M l et U 2 . 

Od deduit ce corollaire du theoreme general en faisant n = 2, r = 1 
et en prenant ^2(2 — l)-ft=2 pofnts com m uns aox trois eourbes C M C 2 , C y 
sur la droite situee k Pinfini, En faisant r = 0, on obtient ce theoreme connu 
que trois coniqnes bomothötiques ont toujours trois cordes commune» reelles 
passant par on mdme point. 

Autre enonce du corollaire. 

Si Von a trois comques homothetiques H 19 H 2 , Jü s passant par un 
mime point P et se coupant en outre deux ä deux en trois points p t ,p 2 , p*; 
il existe une infinite de triangles dont les cötes passent par p^ p 2 , p 3 et 
dont les trois sommets sont situes sur les trois coniques respectivement 

Si les coniques B ly H 2 , H 5 sont des eercles on voit immediatement 
que tons ees triangles sont semblables a celui qui a pour sommets les centres 
des trois eercles donnes. 



Soient C x , C 2y C* Iroi* eourbes de Vordre n, passant par 
J »(n-f l)-f 1-f r meines points, r etant un des notnbres 0, 1, 2, 3, . .. , n— 3. 
Les eourbes C 2 et C 3 se couper ont, en outre, en ±(«-{-l)(fl— 2)— r points 
a n et pareillement les eourbes C v et C 2 se couperont en \{n-\-\)(n—2)—r 
points 0,, et les eourbes C t et C, en i(n-f 1)(» — 2)— r points a % . Par 
les \(n-\-\){n — 2) — r points a k msnons une courbe c k de Vordre * — 2; 
eile couper a, en outre, C 2 en |(n— 1)(» — 2)-f r points p %ti et C s en 
\{n— \)(n— 2)-f r points p» Par les i(n — l)(#i — 2)-f r points p> et 
par (n — 2) — r des points a 2 faisons passer une courbe c 2 de Vordre 
n — %, et de mime par les ±(n— l)(n — 2)-\^^pmnts p 2 et par (*— 2)— r 
des points a l une courbe c y igaUment de Vordre n — 2. Je üs que ^ 
passe aussi par les |(n— l)(w — 2) autres point* ^ que c* passe ausm 
par les |(»— l)(n- 2) autres points *,, et que des (* — 2)* points fim- 
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tersecthn des eourbes c 2 et c 3> |(n— i)(n — 2)-f r «on* situes eur la würbe 
C x et £(» — 2)(n — 3) — r **r /a courbe c v 

Je supprime ici la dömonstration de ee thöoreme parce qu'elle est 
entierement semblable ä celle da tbeoreme pröcedent. 



III» 

1. Mltant donndss une conique U et une droits u ß jnrenom eur U 
deux points quelconques s x et s v Par le point s x menons deux transver- 
sale* a L et c x dont la premiere coupe U en s x et /*,, et u en / 19 et dont 
la seconde coupe U en s x et n x , et u en l x \ prenons ensuite sur U un 
pohU quelconque P x et ddsignons par A x la conique homothStique ä V qui 
passe par les pohUs JP,, n x% 1 19 et par C x la conique homothitique ä U 
qui passe par les points JP 19 p x , A; en vertu du coroflaire du theoreme I er 
les coniques A t et C x passent par un mime pöint L x de la droits u. 
Faisons ensuite une construction tout ä fait päreille pour le point * 2 . Je 

r 

dis que tes quatorze points d 9 mtersecüon dans lesquels d'une part la co- 
nique C x et la droits c x sont renconlrees par la conique C 2 et la droile 
Cj , et lautre part la conique A x et la droits a x par la conique A 2 et la 
droits Ot, se trouvent sur une courbe du troisieme ordre qui passe par 
les deux points süluis sur la droits ä tinfini dans la directum des 
asymptotes de la conique U. 

La dämonstration suit immediatement d'un thöoreme que j'ai donn£ dans 
le Journal de M. LioMville (Tome XIX, pag. 407), si on considere les Systeme« 
U et u, C t et c x , C 2 et c 2 , A x et a 19 A 2 et o, comme cinq eourbes da 
troisieme ordre, et si on remarque qoe les eourbes (C\,Ci) et (A^a t ) d'une 
part, et les eourbes (C a , c 2 ) et (A 2y a 2 ) d'autre part forment denx coopies 
passant par denx systemes de neuf points pris sur la courbe (U, u). 

2. Si on fait a 2 parallele a a x et c 2 parallele a r H la eourbe du 
troisieme ordre se däcompose dans une conique et la droite situäe i Tinfini. 
En oe eas les douze points d v intersection de c x avec C 2 , de C x avec <*, de 
C x avec C 2 , de a x avec J 2 , de A x avec o,, de A x avec A 2 se trouvent sur 
une conique. 

3. Si on fait eoineider les points s x et s 2 et les droites a x et a 2 , les 
six points d'intersection de c x avec C 2 , de C x avec c 2 et de A x avec A 2 
sont sur une conique bomotbötique & ü. 

Jamal f. 4. M . Bd. LIII. Heft 3. 34 
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Corollaire. 

£tant donnös trois cercles C n C 2 , C 3 passant par an mdme point p 
et se eoopant, en oatre, eo trois points, a savoir C t et C 3 eo P 2 , C 2 et C s 
en P l9 et C t et C 2 en P s , si od mene la cor de commune P,;? qui rencoDtre 
le cercle C, en /* et s, et si par s on mene deux transversales quelconqaes 
dont Tone c Y coape C 2 en ^ x et r n et dont l'autre c 2 coope C, en y 2 et r 29 
les quatre points (/„ r 19 y 2 , r 2 sont toujours snr an cercle C 4 . 

Si par ie point P s on mene une transversale qaelconqne c 3 coapant C t 
en £#i et C 2 en L*, le cercle qai passe par les points P 2 et L % et par les 
intersections de c x avec C* et £,, et le cercle qai passe par les points P t et 
£#t et par les intersections de c* avec C 3 et c 3 , se coapent egalement snr C«. 

Bertin, an mois de Juin 1856. 
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16. 

Über eine elementare Transformation eines in Bezog 
auf jedes von zwei Variablen -Systemen linearen 

und homogenen Ausdrucks. * 

(Au* den (unterlassenen Papieren von C. 6. J. Jacobi mitgetheilt durch V. W. Borckardi.) 



Auf einen Ausdruck f, welcher sowohl von den Variablen x, x x . . . x n 
als auch von den Variablen y, y x . . . y„ eine lineare homogene Funktion ist, 
und den man kurz eine zweifach lineare homogene Funktion nennen kann, läfst 
sich eine ähnliche Transformation anwenden, wie diejenige, vermittelst welcher 
man bekanntlich eine von n-fl Variablen x, x x . . . x n abhängige quadratische 
Form nur auf eine Weise als Quadratsumme J8 2 -j-J 1 «J-j" , ' # "f-^«*m4"' , "f-^^ 
so darstellt, dafs (fflr jedes m von m = bis m = n) z m eine nur die Va- 
riablen x m , j* m+1 . . . x n enthaltende lineare homogene Funktion ist. Die in 
Rede stehende Transformation besteht in Folgendem: 

1. Es seien u, u 1 ... u n lineare homogene Funktionen von x 9 x x ... x„, 
nämlich : 

(1.) l Ul ~ Cf M* + «i f i*i+ (-«i,«*« 

Bildet man aus denselben Coefficienten , indem man ihre Horizontalreihen mit 
ihren Vertikalreihen vertauscht, n-f-1 andere lineare homogene Funktionen 
v, v x . . . v„ der Variablen y, y x . . . y n : 

sodofs u, u t ... u n und v, v x . . . r„ zwei solche Systeme linearer homogener 
Funktionen resp. von x, x x . . . x n und y, y x . . . y n «tad, welche man kurz 
zwei conjugirte Systeme nennt, alsdann hat man, wie unmittelbar erhellt, die 

34* 
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identische Gleichung 

(3.) ytf+yi*t+ •••-f-y««« = art>-f-*ii>,+ -*' +#»*,. 

Umgekehrt ist die Gleichung (3.) die fflr swei eonjugirte Systeme von 
Variablen definirendd Gleichung. Weifs man nämlich, dafs u, v x .. . u n und 
v, v L ... v m swei Systeme linearer homogener Funktionen resp. von x,x % ...x m 
und von y ß y t . . . y H sind , so genügt die Gleichung (3.), um zu beweisen, 
dafs beide Systeme conjugirt su einander sind. Denn man substitnire die 
Werthe von u,u l ...u n aus (1.) in (3.), so ergeben sich die Gleichungen (2.)* 

Definirt man nun f durch die Doppelgleichung 

so ist f der allgemeinste sowohl in Bezug auf x, x % . . . x n als auf y, y% . . . y m 
lineare und homogene Ausdruck. 

2. Es sei 

v t = fit — r*-* *i = *i — -r 2 — * 

«0,0 «o,u 

v u v \ «o,o «0,0 



«0,0 «0,0 



sodafs in u\, u' 2 . • . u' m die Variable x fehlt, in t>J, rj . . » ri die Variable y, 
dann verwandelt sich der Ausdruck (4) in den folgenden: 

f - »I r+Tgr>+^»+ ~+&. } + *«+»< + •••+*« 

oder, was dasselbe ist, es wird 



«0,0 



wo 



/; = y l ti;-f-y 2 ti2+ ••• +yX = *i*J+*s*£+ •••+*«<• 
Doppelgleichung seigt, infolge der froheren Erörterung, dato die 
i homogenen Funktionen *1, vh • ••*! von x n x 2 .*.x m und v 19 e£ ... i£ 
i Xa • • • Xn wiederum iwei cotyujfirte Systeme bilden, deren Coeffi- 



cienten darob a' mit swei unteren Indice« beieichnet werden möfen. 
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3* Fährt man in dieser Weis4 fort, so erhalt man nach in maliger 
Transformation 



•»• >•■ ** *m-i,i»_i 



wo die linearen homogenen Funktionen t£°; *ÜTm • • • *[ m) von x M , x m+1 ... #„ 

nnd »JrV»£+i' • • . v?* von y m , y m+1 . . . y, ebenfalls zwei conjugirte Systeme 
bilden, deren Coefficienten resp. doreh 

JM JM ^(«0 <L**) Ä (»> («) 

a m,n» a m,i»+l • • • a m 9 n u M,td *Si+t,iii • • • »»,1« 



w+1 



bezeichnet werden mögen. 

Für A= 1, 2 ... n ist *i eine lineare Verbindung von * nnd m k . 

Für Ar =s 2, 3 ... ii ist «* eine lineare Verbindung von *J und *i, da- 
her auch von «, u t und «* u. s. w. 

Allgemein: für A = m, m-fl ... » ist u™ eine Uneare Verbindung 
von u, u % . . . *„_! und «*, und zwar eine solche, in welcher x, x % ... a?,^ 

nicht vorkommen. Hierdurch allein wird u[ m \ abgesehen von einem constanten 
Paktor, bestimmt, und zwar als die Determinante des Systems 

«fl^O ^U,! • • • ta 9 m- 1 « 

<*l,o Ä l,l • • • a l y tm-l M% 

(8.) j 

Ä m— 1,0 a m— 1,1 • • • Ä «i— 1,»-1 *i*-l 
«*,U «1,1 • • • <*fr,m-l U| 

Aehnliches gilt für die Bestimmung von v[ m) . 



4. Die flbrig bleibende Ermittlung des constanten Faktors geschieht 
einfach durch folgende Betrachtung: 
Man setze gleichzeitig 

so folgt hieraus, wie leicht zu sehen, 

«{ = 0, i4 = . . . <_, = (> 

und hieraus auf dieselbe Weise 

n» = . . . 1^ = 

•.s.w. bis man endlich zu der letzten Gleichung: 

ö gelangt 






268 M* & Ö. J. Jacobi, über eine elementare Transformation. 

Ist nun k eine der Zahlen iw, m-f 1 . . . n, so folgt aus ti = in 
Folge der Gleichungen (5.): 

ebenso folgt aus u[ = 0: 



u'l = u\ 



(m-l) 



u. s. w. und endlich ans f# m _, = 0: 



(m) ("*— 1) 



Als schliefsliches Resnltat erhält man also, dafs wenn gleichseitig *, ti, , . . . */ m _, 
verschwinden, 

(m) 

wird (wo fc = m, m-{-l ... n sein kann). 

Hieraus gehl hervor, dafs die Determinante des Systems (8.) durch 
den Coefficienten von u k in derselben dividirt werden mnfs, d. h. durch die aus 

tt ü,U «0,1 ... «0,m— l 

«1,0 «1,1 ••• «l,«-l 

«m-1,0 «m— 1,1 • • • «m-l, m-l 

gebildete Determinante, um tf** } zu geben. 

Bezeichnet man mit Bezout die Determinante dadurch, dafs man ein 
positiv zu nehmendes Glied derselben in runde Klammern einschliefst, so erhält 
man nach Einsetzung der Ausdrücke (1.) von u, n t ... u m _i, u k ; 

(«U,0 «1,1 •• • «m— l,m— l) W A 
= («0,0 «1,1 • • • «m-l,m-l a l 9 m) X m 
(9-) { + («0,0 «1,1 • • • «m-l, m-l «*,m+l)^m+l 

+ ••••• 

-f («0,0 «1,1 ' * ' «m-l,m-l a k,n) X n 

und hieraus endlich ergiebt sich für die Coefficienten (7.) die Gleichung: 

r4i\-\ ~( m > (««1° *M • • • « m-l, m-l «>,')_ 

' («0,0 «1,1 • • • «m-l, m-l} 

(wo sowohl i als k die Wertbe m, ro-fl, ... n haben können). 

5. Die Gleichungen (6.), (9.), (10.), in deren erster man m = n 
zu setzen hat, enthalten die Transformation, von der hier die Rede ist, und 
geben: 

' \0 + («<M>«l,l) + («0,0 «1,1 «2,2) T "" "" («0,0« M - «„-M-l*.,,.) ' 
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wo 

1*2311 



(«0,0 «1,1 ••• «jii-I,.»-*)*« = ^(«0,0 «1,1 ••• «m-l,«*-l «m,i)^i 



(<V «1,1 ... «m-l,m-l)»ir } = ^(«0,0 «1,1 .- «m-l,m-l «i,m)r*- 

Man kann dies Resultat in folgendes Theorem zusammenfassen: 
Theorem. Es sei 

f— 2 2 «m*«X* 

*=0*adU 

eine lineare homogene Funktion sowohl von x,x t ...x H als von y, y x ... y„, 
so kann dieselbe nur auf eine Weise in der Form 

so dargestellt werden, dafs (für jedes m) U m und V m zwei resp. nur die 
Variablen x m , x m + % . , . x n und y m% y m + l . . . y m enthaltende lineare 
Funktionen sind. Diese Darstellung ist: 

,_ur, ükFi, , u m r m , , oir, 

* « — r w ;, t ,,, t: — :; — r ,#, T « — r~> 

wo 0^ und F m die Determinanten der Systeme 

df 

Cf^O «0,1 • • • «Ü,m-l -TjT- «0,0 «1,0 • • • « 

ef df 

«1,0 «1,1 ..• «*,j»--i -gr- «0,1 «1,1 ••• «m-1,1 "gj* 

df * a/\ 

«m,0 «*,1 • • • a m,m-l ^E~ <*U,m «1,1» • • • «m-l,m "jj^ 

und p« die Determinante des Systems • 

«0,0 «0,1 • • • «ü,m 
«1,0 «1,1 • • • «l,m 

«m,0 «m,l • • • a m,m 

bedeuten. 

Lfifet man hierin die Variablen x, x t . . . x n und y, y t . . . y n mit 
einander zusammenfallen und unterwirft zugleich die Coeffioienten a der Be- 
dingung, dafs sie ungeändert bleiben wenn man Horizontal- und Vertikal- 
reihen mit einander vertauscht, so erhalt man das bekannte 
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Theorem. Eine quadratische Form 



f = JS 22 a ti Xi Xi 

teü 1=0 

(wo «*,* = 0| yi ist) ladt sieb nur auf eine Weise in der Form der 
Quadratsumme 

so darstellen, dafo (für jedes s») CT m eine lineare homogene Funktion nur 
von den Variablen x m , x m+1 . .. x n ist Diese Darstellung ist: 

' p. *p.p % * * Pm-lPm l ' P— 1/>* 

wo U m die Determinante des Systems 

, Bf 
«o,o «0,1 • •♦ 'Vw-i i"3x 

«1,0 «1,1 ••• a l,m-l i^J" 

1 ,8/ 

«m,0 «m,l ••• S—i »StsT 

und p m die Determinante des Systems 

«0,0 «0,1 • • • «0,m 
«1,0 «1,1 • • • «l,m 






«m t «m,l • • • «m, 

bedeuten. 
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17. 

Extrait d'une lettre de M. C. Hermite & M. Borchardt 
sur Pinvariabilitä du nombre des carrös positifs et des 
carres nägatifs dans la transformation des polynomes 

homogenes du second degre. 



Paris, ce 24 avril. 1856. 

Dans le cas, oü Voos le jageriez convenable, Vous poarriez 

publier la dämonstration saivante, du principe decoavert par Jacobi, et employe 
par loi a la demonstration des belies formales poar les eonditions de realitö 
des raoines des equations algebriqnes, que Vous avez donnees dans Votre 
memoire, sur l'6qaation ä Paide de laqnelle etc. Rien d'aillears n'est plns 
simple que d'etablir ce principe qne j'önoncerai ainsi: 

Qutflque snbstitotion räelle, qne Ton employe, ponr rtduire nn polynome 
homogene da second degre a une somme de carrös, le nombre des coefBcients 
de ces carr£s qui anront an signe donne sera tonjoars le mdme. 

Sapposons en effet qu'un polynome homogene da second degre f, k 
n-j-1 indeterminees x, y, ... v se rödaise a l'expression saivante: 

f = «ü^rS-f «i^?-f h € »^ 

en faisant: 

x = ooTü-j-a'd?!-}- •••-!- a im) x n 

/ r = ßx*+F*i+ ••• +ß m} ** 

V e= JLF -f l'x k -f •••-\-l W X H 

Si Ton donne ane seconde Substitution 6galement reelle, 

x = aXo-\-afXi-{- • •••{• a M X n 
(20 y = bX,+ b'X t + ... + V»*: 

v = iXo+rx,^ ... +fi n >x n 

de laquelle räsalte la transformation analogne: 
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il s'agit de prouver que le nombre des coefficients e, qui auront un signe 
donne, sera egal au nombre des coefficients 17, qui auront le möme signe. 

A cet effet, et pour fixer les id6es, supposons negatifs, * , e n ... «* 
et positifs les coefficients suivanis: ej +1 , $i+ u ... s*. Soppoioos aussi que 
qui Vn • •• Vk soient negatifs, tandis que Vhh %+a* ••• V* seront posilifs. 
On aura d'abord en egalant entre eil es les deux expressions de la forme f, 

les variables etant li&es par ces equations: 

ax -f cl'xl -j- ' • • + o (n) ^» = **X -f a'X t + • • • + ^X n 
(3.) iß**+P**+ - +^ n) *« = **u+*'*i + >»+# n >X* 

ix»+ Jt's^-f ... -f A«** ^ li; 4. fJQ 4. •.. -f JWJT. 

Avant d'aller plus lofn, j'observe qu'on pourra toujours les resoudre par rap- 
port aux indetermin6es x ou X, si I'invariant de f est different de »6ro, et 
si aucune des quantitls » et rj, n 9 est nulle. Soit en effet, J Pinvariant de f, 
d et d, les determinants relatifs 8ux substitutions (1.) et (2.), on aura: 

i?o *7i - . . n* — JW 

de sorte que rf ef 9, ne pourront jamais Ätre supposes nuls sous les con~ 
ditions admises. 

Cel8 remarqu£, reropla<jons a? , x 1% . . . x { d'une part, a? 1+1 , a? l+2 , . • . ar, 

de l'autre par: -4&-, -^l_, ... *L- e t: 4?ü-, #±L, ...*■-. Rempla- 

Y Y Y ° ' . 

par: , *+* , , ** 2 , ••• ^-; puis effectuons par rapport a ees nouvelles in- 

d&erminöes, la räsolution des equations (3.). On sera par la amene i la 
relation suivante: 

— Xq— x\ — •• — a£-f a?? +1 +«J +2 + ••• + «* 

= — 2? — -X* — ••• — ■^R-f--3r*+i+-Xj?+2+ ••• +-3C 

ou Ton pourra supposer: 



(4.) 



#* = PnX + y»^l"f •••+*«Jk 
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las coefficients 6tanl essentiellement re'els. Or je vais etablir l'impossibilite 
d'one teile relation des quo l'on suppose k different de i. Pour fixer les idees 
j'admettrai qu'on ait k>i, et j'observerai que parmi les diverses equations 
aoxquelles les coefficients de la Substitution (4.) doivent satisfarre, od voit 
s'offirir en preinier liea celle-ci: 

—pl — pi ^?+P?+i+^2+-+Pn = — 1 

qui ne pourrait evidemment 6tre verifiee que pour des valeurs imaginaires des 
quantitäs p, si l'on avait: 

Po = 0, p x = 0, . . • pi = 0. 

Or oo va voir comment de la Substitution (4), il est possible de deduire une 
nouvelle, qui transformant le polynome 

(5.) — • a?g — x[ — •♦• — xf -f #?+i + *?+2 + •••+ *\ 
en: 

(6.) -2?-l? J»+JBw+J3 M +... + J5 

ait encore ses coefficients r6els, et de plus präsente ce caractere, que Pindd- 
tertninäe X^ ait disparu dans les expressions des indetermin£es af , x t , ... #*_,. 
Comme on suppose k>i, Ar — 1 sera au moins ögal & i, et les eonditions 
pr6c£demment 6nonc6es, se trouvant rialisees, notre theoreme se trouve par 
\ä m£me dömontrö. 

A cet effet nous remarquerons qu'on peut sans changer le polynome (6.) 
y remplacer X^ et JT ft9 par: cos <p X -}- sin <p Jf n sin y-Xi> — cos y-S^ et intro- 
duire par la un angle arbiträre dans les formules (4.), qui deviendront: 

^o = (PoCOS<p-\-qo8m(p)X {i -{-(p 3mq) — y ü cosy)-X 1 + 
x x = (/^cos94~7i s * D 90-^o~KPi s * I1 9 ) — 9i C03 9) Xi -f 



.2 



p 2 



• • • 



• • • 



• • • 



*» = (F»cosy+^fto9) Ji+C^slny — f»cosy)X!+ 

Haintenant et quelque soient les coefficients p, q, etc. on pourra disposer de 
cet angle, de maniere ä avoir: 

Pocos^-f^siny == 

et Ton sera amen£ ä une nouvelle Substitution ägalement reelle, oü Pindeter- 
minöe X^ aura dejä disparu dans la valeur de x . Cela fait, partons de 
celte nouvelle Substitution pour y introdnire de nouveau un angle arbitraire, 
en rempta^ant X x et -X2, par: cosy-Xi-f sinyJF 2 , s\n(pX t — cosyX,, ce qui 
se fera encore, sans changer le polynome (6.)« On voit en raisonnant comme 

35* 
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tont a rheare, qa'on poarra annuler le coefficient de X M dans l'expression 
de x ü . Or des calculs analogues pourront ötre continues, jusqu'a ce qu'on soit 
amenöa remplacer X^ t elX k per: eosq>X kmml -\-sinq>X k ^ s\n(pX k _ t —cos(pX k , 
et en derniöre analyse, on voit que de la Substitution (4.) on aara deduit par 
des Operations toujours possibles, une Substitution reelle dans laquelle -Xj M 
X n ... X k _ k auront disparu de l'expression de l'indeterminäe a? . Ce premier 
point etabli, nooa concevona qu'on repete, en raisonnant aar rindeterminöe 
suivante x^ des Operations toutes aemblables, mais en se bornsnt a faire dis- 
paraltre de proche en proche, dans l'expreaaion de cette indeterminäe, les 
coefficients de Xq, X u . . # X k _ v On n'anra ainsi besoin d'introduire dana 
les substitutions socceaaivea que lea ind£termin6es X^ JCi, ... X Ä-1 , de sorte 
que cea calculs faits, on ne verra reparattre dana la valeur de x {} ancnne des 
indeterminäes , qni en ont deja 6te 61imin6ea. Cela pos6, il est clair qu'en 
raisonnant d'une maniere analogue successivement sur x 2J a? s etc., on sera en 
dernier Heu condnit i faire disparaltre la aeule indäterminöe X^, de la valeur 
de x k _ t . Elle ne se trouvera point d'aillenrs dans les ind6termin6ea prÄ- 
oödentes, o?jt-a, *'*-** ••• x^ et de la sorte on sera parvenu i nne derntere 
Substitution, consequence de la Substitution (4.), transformant encore lepoly- 
nome (5«) dans le polynome (6.), et qni tombe dans le caa indiqu£ plus hant, 
oi il est manifeatement impossible qoe les coefficients soient des qoantitts 
röelles. 
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18. 

Über einen algebraischen Fundamentalsatz und 

seine Anwendungen. 

(Aus den (unterlassenen Papieren von C. G. J. Jacobi mitgetheilt durch C. W. Borchardt.) 



i. 

iTlen weife, dafs jede reelle rationale ganze homogene Function 
2ten Grades 8uf unendlich viel Arten als ein lineares Aggregat von Quadraten 
reeller linearer von einander unabhängiger Functionen dargestellt werden kann. 
Wie verschieden aber auch diese Darstellungen sein mögen, so wird in allen 
die Anzahl der positiven, so wie die Anzahl der negativen Quadrate 
dieselbe bleiben. 

Ihn nennt in diesem Satze positive und negative Qnadrate des Aggre- 
gates diejenigen, welche mit einem positiven oder negativen Coefficienten be- 
haftet sind. Man kann jeden dieser Coefficienten, positiv genommen, in das 
Quadrat, in welches er multiplicirt ist, einbegreifen, indem man für au 2 oder 
— au 7 , wo a einen constanten Coefficienten und u eine reelle lineare homo- 
gene Function bedeutet, (ja.uf oder — (^a.«) 2 schreibt, wodurch die 
lineare homogene Function, welche in's Qnadrat erhoben wird, nicht aufhört, 
reell zu sein. Es ksnn daher der Allgemeinheit unbeschadet angenommen wer- 
den, dafs alle Quadrate nur mit dem Coefficienten -f 1 oder —1 behaftet sind. 

Unter dieser Annahme kann der obige Satz so ausgesprochen werden: 

Fundamentalsatz. 
Es seien fi* 9° 2 , •••#*;, fn &21 •••&k nnd tfj, v?,..« u mI v t ^ v 7% ... v H 
zwei Systeme reeller von einander unabhängiger*) linearer homogener 
Functionen, zwischen deren Quadraten die lineare Gleichung 

— «i+*H — f-<— *J— *i 1£ 

identisch Statt finde, so ist nothwendig 

t = m, k = n. 



*) d. h. zwei Systeme, deren jedes aus Functionen besteht, die von einander un- 
abhängig sind. 
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Der Beweis dieses Satzes ergiebt sich aus den folgenden elementaren Be- 
trachtungen. 

Wenn man* was immer verstattet ist, eine Anzahl von einander un- 
abhängiger linearer homogener Functionen J3 19 Ä 2 , . • . B t an die Stelle einer 
gleichen Anzahl von Variabein #,, ar 2 , ... x t in eine lineare homogene Function 
A einführt, so wird diese wieder eine lineare homogene Function der Gröfsen 
fl M fl 2 , ... 2?; und der übrigen Variablen # l+1 , x i+2 , etc. 

Wenn die sSmmtlichen Coefficienten jb ä , ^ etc. verschwinden, wird A blofs 
durch die Functionen B^ B 2 , ... B { bestimmt, und dann mufs es auch immer 
zugleich mit ihnen verschwinden. Wenn dagegen auch nur einer der Coeffi- 
cienten ^i, 1*2 etc. nicht verschwindet, ist A von den Functionen B M Ä 2 , ... fl f - 
unabhängig, indem es für alle Werthe, die man diesen Functionen beilegt, 
seinerseits noch wieder jeden beliebigen Werth annehmen kann, und es braucht 
daher in diesem Falle A auch nicht zugleich mit den Functionen B t , B 7 , . . . B, 
zu verschwinden. Hat man nun k von einander unabhängige lineare homogene 
Functionen -4j, A^ . . . A k und ist A>t, so kann es niemals geschehen, dafs 
durch diese Einfahrung der Functionen J? 19 J? 2 , ... B { als Variablen an die 
Stelle der Variablen x^ # 2 , ... x { in allen Functionen A l9 A 2 , ... A k zu- 
gleich alle übrigen Variablen #*+i, 4? l+2 etc. von selbst herausgehen. Denn 
bonst wären A i9 A 2 , ... A k blofs Functionen von B { , B ly ... B^ und nie- 
mals kann die Anzahl von einander unabhängiger Functionen, wie Ai, A 2 , ... A k 
sein sollen, gröfser als die Anzahl der Variablen sein, wie es hier der Fall 
wäre, da man vorausgesetzt hat, dafs k > t. Es werden also die k Functionen 
A^ A 2 ,...A k nicht noth wendig zugleich mit den i Functionen B^ Ä 2 ,... B t 
verschwinden müssen. Hat man mehr als i lineare homogene Functionen 
j0 t , ß 2 , ... Ä m , von denen aber nur B t , B 7 , ... B { von einander unab- 
hängig sind, während die übrigen B i+i9 A i+2 , ... B m durch sie bestimmt 
sind, so werden alle Functionen B n Ä 2 , ... B m verschwinden, wenn M 
2 , ... B t verschwinden. Ist nun m<^k ß also gewifs i<Ck, so bat man 
das folgende Lemma: 

Lemma. 

Wenn eine Anzahl von einander unabhängiger homogener linearer 
Functionen die Anzahl anderer homogener linearer Functionen über- 
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trifft, so kann man immer bewirken, dafs diese letzteren verschwin- 
den, ohne dafs zugleich auch die ersteren alle verschwinden. 

Dieses Lemma, welches vielleicht nicht einmal eines Beweises bedurft hätte, 
führt sogleich zu dem aufgestellten Fundamentalsatz. 

Man nehme nämlich an, dafs in der identischen Gleichung 

^ + r H h^ — *l— *l ** 

die Zahlen i und m verschieden sein könnten, und dafs m<ii, so wäre auch 
m-f k<Z*-\k, und es konnten die m-f-ft Functionen 

**1 > **2 » • • • W m * *n *2 9 • • • *k 

verschwinden, ohne dafs die i-\-k von einander unabhängigen Functionen 

**1 9 **2 1 • • • 1*i * *l 9 *2 9 • • • ** 

alle mit ihnen zugleich verschwinden. Man hatte dann die Gleichung 

r H r 2-l — M = — *I— «£ — ^-tf* 

in der r 19 r 2 , ... r f , r i9 r 2 , . .• ?„ reelle GrOfsen sind, und r t , r 2 , ... r, 
nicht alle verschwinden, welches absurd ist. Ganz eben so beweist man, dafs 
auch n und k nicht von einander verschieden sein können, wozu man nur in 
der gegebnen identischen Gleichung alle Zeichen umzukehren und dieselben 
Betrachtungen zu wiederholen braucht 

Der vorstehende Beweis zeigt, dafs msn die Bedingung, dafs u x , t# 2 , . . . ti m , 
*i9 #29 ••• *n von einander unabhängig seien, fortlassen, und dann den Satz 
etwas allgemeiner so aussprechen kann: 

Wenn fj, r 2 , ...r ? ., * n * 2 , •••**; tij, t# 2 , ... u m , r t , r 2 , ... r„ 
reift* homogene lineare Functionen und 

**n **2} • • • r i) *11 *2l •• • *Jfc 

von einander unabhängig sind, so kann eine identische Gleichung 

Ti+r^-f- — +rf — *J — «1 ? k 

= «I-f*2+ — +*S»— *i— rj 1£ 

niemals bestehen, wenn m<Zi oder n<C.k, 

Der aufgestellte Satz zeigt, dafs die reellen homogenen Functionen zweiten 
Grades sich spezifisch von einander unterscheiden, je nach der Anzahl positiver 
und negativer Quadrate reeller linearer von einander unabhängiger Functionen, 
durch welche sie dargestellt werden können, indem diese Anzahl von der 
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Wahl der linearen Functionen, die man sehr verschiedenartig treffen kann, 
gänzlich unabhängig ist. 

Die Aufgabe, reelle lineare Substitutionen anzugeben, % durch welche 
ein Ausdruck 

*"i + *$+•••+ ff — *i — 4 *i 

wieder dieselbe Form 

erhalt, kann auf die Ähnliche Aufgabe zurückgeführt werden, in welcher die 
Quadrate der beiden Aggregate sfimmtlich positiv sind. Hat man nfimlich i-\-k 
lineare Functionen von r ly r t , . • . r u r x , v*, ... v k , welche mit «t, t^, ... u iy 
*,, s 2 , ... s k bezeichnet werden sollen, von der Beschaffenheit, dab die iden- 
tische Gleichung Statt findet: 

welche mit der vorgelegten übereinkommt , so kann man mittelst der i-\-k 
linearen Gleichungen, welche das eine System Variablen durch das andere 
bestimmen, jede i-f A der 2(i-f k) Variablen linear durch die übrigen t-f * 
ausdrücken, und daher auch die Gröfsen r n r t , ... r i} *„ * 2 , ... s k durch 
die Größen w n ti,, . . . w,, r M r t , ... v k . 

2. 
Aus dem Fundamentalsatz ergiebt sich sogleich der bekannte Satz: 
dafs die Gleichung eines Kegelschnitts oder einer Flüche 2ten Grades 
immer eine Curve oder Flüche derselben Art darstellt, das Coordinaten- 
system mag ein rechtwinkliges oder ein beliebiges schiefwinkliges sein. 
Werden nlmlicb für zwei verschiedene Coordinatensysteme, auf welche die ge- 
gebene Gleichung der Flüche bezogen wird, die auf die Richtung der Haupt- 
»chsen bezogenen Gleichungen 

Ap 2 + B<f + Ci* + Dp + Eq+Fr+G = 0, 

A'p n + J?y*-f 6V»+ Uy + B?4\ F V-f G = 0, 

so werden die ersten Theile der beiden Gleichungen identisch, wenn man für 
p, q 9 r und für p\ q\ r* gewisse reelle lineare homogene von einander un- 
abhängige Functionen der Coordinaten x, y, % substituirt. Damit aber diese 
Identität Statt finden kann, mufc es nach dem Theorem unter den Coeffidenten 
A, ü, C eben so viel positive, negative und verschwindende gehen, als unter 
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den Gröfsen A, V, C Die Art der Fläche hängt aber davon ab, wie viel 
von diesen Gröfsen positive, negative oder verschwindende sind, wodurch der 
Sati für die Flachen folgt, nnd ebenso auch fflr die Kegelschnitte erhellt. 

Auf Ahnliche Art und ebenso unmittelbar ergiebt sich aus dem Fun- 
damentalsatz der bekannte Satz, 

dafs wenn eine Fläche zweiter Ordnung, durch eine auf ein System con- 
jugirter Durchmesser bezogene Gleichung, Ap 2 -{-ßq 1 -{-Cr 2 — i, gegeben 
ist, immer gleich viel von den Coefficienlen A 9 B, C positiv und negativ 
werden, welches System conjugirter Durchmesser der Fläche man auch 
zu Coordinatenachsen genommen hat. 

Wenn nämlich Ap 2 + Bq 2 +Cr 7 = 1 und A'p n +B?f*+Cr*=:l Gleichun- 
gen derselben Fläche, auf verschiedene Systeme conjugirter Durchmesser be- 
zogen, bedeuten, so müssen wieder die beiden Ausdrücke Ap 2 -\- Bq 2 -\- Cr* 
und A'p n -\'B'<i n -\-C'r n identisch werden, wenn man für p, q, r und für 
P> v'> r ' gewisse reelle lineare homogene von einander unabhängige Functionen 
der Coordinaten x, y, % substituirt, und daher unter den Coefficienten A, B, C 
und A', B f , C dieselbe Anzahl positiv und negativ sein. 

Die allgemeinste Correlation zwischen räumlichen Figuren von der Be- 
schaffenheit, dafs die entsprechenden Flächen immer denselben Grad haben, 
besteht darin, dafs man für die Coordinaten der Puncte der einen Figur Brüche 
setzt, die denselben Nenner haben, und deren Zähler, so wie der gemein- 
schaftliche Nenner, lineare Functionen der Coordinaten der Puncte der anderen 
Figur sind. Es seien die Gleichungen zweier sich zufolge solcher Correlation 
einander entsprechenden Flächen 2ten Grades, auf Systeme conjugirter Durch- 
messer bezogen, 

Ax 2 + Bf + Cz 2 -f Dw 2 = 0, 

A'p 2 +B'q 2 4-C'r>+D's 2 = 0, 
wo — , — , — und — , — , — die Coordinaten der Puncte der beiden Flächen 

WWW 8 S * S 

bedeuten. Es mufs dann die identische Gleichung 

AY+Bq 2 +C'i* + &+ = Aat+Bf+Cz 1 -]- Dw 2 

dadurch erhalten werden können, dafs man für p, q, r, s reelle lineare homo- 
gene von einander unabhängige Functionen von x, y, z, w setzt, und daher 
unter den Coefficienten A, B, C, D und A', B\ C, D f eine gleiche Anzahl 
positiv und negativ sein. Wenn drei dieser Coefficienten positiv und einer 
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negativ oder drei negativ und einer positiv sind, so können diese Gleichungen 
sowohl EUipsoiden als elliptische (zweiflächige) Hyperboloiden darstellen; 
wenn dagegen von diesen Coefficienten swei positiv nnd zwei negativ sind, 
nnr das hyperbolische (einfifichige) Hyperboloid. Man hat daher den Sals: 

Nach der allgemeinsten Correlation, bei welcher je swei einander ent- 
sprechende Flächen denselben Grad haben , können einander Eilipsoide 
und elliptische Hyperboloide, aber hyperbolischen Hyperboloiden nur wie- 
der hyperbolische Hyperboloide entsprechen. 

(Der Schlufs dieser Abhandlung, welcher für die weiteren Anwendungen des 
Fundamentalsatzes bestimmt war, ist nicht vorhanden. Von einer dieser An- 
wendungen giebt die folgende Bemerkung Nachricht) 
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19. 

Bemerkung über die beiden vorstehenden Aufsitze. 

(Von C. W. Borchardt.) 



JLfas algebraische Prinzip, mit dessen Beweise sich die beiden 
vorstehenden Aufsätze beschäftigen, ist, wie mein scharfsinniger Freund 
Herr Hermite in seinem Briefe erwähnt, von Jacob* aufgestellt worden, der 
es indessen nicht bekannt gemacht hat. 

Anfser dem hier gegebenen Jacobischen Beweise jenes Prinzips, der 
sich unter seinen hinterlassenen Handschriften gefunden bat, kennt man durch 
mündliche Ueberlieferung überdies eine Anwendung, die er davon ge- 
macht hat, und von welcher Herr Hermite in seinem Briefe ebenfalls spricht. 
Um Ober diese Anwendung einige Erläuterungen zu geben, lasse ich eine 
Stelle aus einem Briefe folgen, den Jacobi im März 1847 an mich richtete: 

„Ich weifs nicht, wie Sie Ihren Satz*) bewiesen haben; vielleicht 
mittelst einer Abhandlung von Sturm, wo er seinen Satz durch combinatorische 
Formeln darstellt. Ich habe mir einen einfachen Beweis gesucht, der weder 
einen Satz über Gleichungen, noch über Determinanten voraussetzt" 

Den Sinn dieser letzten Worte erfuhr ich bald darauf durch mündliche 
Mittheilungen von Jacobi. Das von ihm zum Beweise jenes Satzes ange- 
wandte Verfahren bestand nämlich, wie er mir sagte, in Folgendem. 



Um für eine gegebene Gleichung, deren Wurzeln mit a M et*, . /. a n 
bezeichnet werden mögen, zu entscheiden, wieviel Paare derselben imaginär 
sind, bildete er den Ausdruck: 

(1.) £ = Six^ax^ a 2 x 2 -\ f- a^x^) 2 , 

wo die Summe auf die Werthe a = a lt) =a 2 , ... — a„ auszudehnen ist; 
derselbe läfst sich auch so darstellen: 

— * 

*) Es ist der Satz über die Anzahl der Paare imaginärer Wurzeln einer Gleichung, 
welcher sich im Liouvilleschen Journal (T. XII, pag. 59) abgedruckt findet, und den ich 
bereits vor dem Druck brieflich Jacobi mitgetheilt hatte. 

36* 
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Ä— 1 



(2.) 8 = %*5 «f 2*i ar *, -f- 2* 2 * o * 2 H h 2# J1 _ 1 a^ 

+ 

"f- *2it— 2 ^ä— 1 



-1 

wo «1 die Summe der i 1 " Potenzen der Wurzeln a M o*., ... a„ bedeutet. 

Je zwei Glieder des Aasdrucks (1.), welche zwei conjugirten i 
gmären Wurzeln a-\-b^—l nnd a — b^—\ entsprechen, geben eine Summe 
dfer Form (P+(?y—l) 2 +(P—0^—l) 2 = 21^—2^ wo P und Q reelle 
lineare homogene Funktionen von x Qß x M ... x n _ t sind, d. h. sie liefern ein 
positives und ein negatives Quadrat; jedes einer reellen Wurzel entsprechende 
Glied von (1.) dagegen ist das positive Quadrat einer reellen linearen homo- 
genen Funktion derselben Variablen. 

Der Auedruck (1.) von 8 wird also ein Aggregat reeller Quadrate, 
von denen eben eo viele dae negative Zeichen haben, ah eich Paare ima- 
ginärer Wurzeln unter <*„ «j, ... a n befinden. 

Indem Jacobi andrerseits auf den Ausdruck (2.) das bekannte Ver- 
fahren anwandte, wonach man denselben nnd zwar nur auf eine Weise unter 
der Form 

so darstellen kann, dafs U eine lineare homogene Funktion von x , x,, 
x 2 , ... x mmml \ U t von d?!, a? 2 , ... a?*_i; ü* von a? 2 , ... x„-i\ etc. endlich 
0*_| von x^i allein sei, ergaben sich für die Coefficienten 4,, A t , . . . A 
die Werthe: 

A — * ^1 — ' ^ — * ^ __ i_ 



wo p„ die Determinante des Systems: 

e e t . • . e m 

e m *m+i • • • e*M 
bedeutet.*) 

Io der Reihe 4» 4* • • • 4i-i sind also eben so viel negative Glieder 

als Zeiehenweehsel in der Reihe p 0i p t , p iy ... »v*. Beide Resvltate ver- 

*> Sieh« sag. S70 dieses Hefts. 
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einigt, gaben dann mit Hülfe des Prinzips der Unverinderlichkeit der Anzahl 
der positiven und negativen Quadrate den zu beweisenden Satz, wonach die 
Anzahl der Zeichenwechsel in der Reihe p 09 p u p 2 , ... p^ t mit der Anzahl 
der Paare imaginärer Wurzeln der gegebenen Gleichung zusammenfallt. 



Seit dem Jahre 1847, aus welchem ohne Zweifel auch der hier ab- 
gedruckte unvollendete Jambische Aufsatz stammt/ sind in neuerer Zeit die 
Herren Sylvester und HertniU, ohne von der Jacobischen Arbeit zu wissen, 
auf das in Rede stehende Prinzip gekommen. 

Herr Sylvester hat dasselbe aufgestellt und dafür den Namen des Träg- 
heitsgesetzes der quadratischen Formen vorgeschlagen. Die von ihm gemachte 
Anwendung desselben bezieht sich auf die für die Sturmschen Funktionen 
erzeugende quadratische Form, welche er als von Herrn Hermite ihm mit- 
getheilt anfOhrL (S. Sylvester, on a theory of the syzygetio relations etc. 
Phil. Trans« 1853 pag. 481, 84, und: a demonstrat. of the theorem, that every 
homog. quadr. polyn. etc. Phil. Magaz. 1852 IL pag. 138.) 

Herr Hermite hat aufser dem hier veröffentlichten Beweise des Prin- 
zips eine Anwendung davon gemacht, die, mit der Jacobischen im Grundge- 
danken übereinstimmend, umfassender als diese ist Seine erwähnte erzeugende 
quadratische Form ist der oben mit S bezeichneten ganz Ahnlich, aber sie ist 
allgemeiner, nnd zwar in der Art, dafs man aus ihr nicht nnr den besonderen 
Fall des äfairmschen Satzes herzuleiten im Stande ist, wo — <x> and -f°° 
die Grenzen sind, zwischen denen die Anzahl der reellen Wurzeln bestimmt 
werden soll, sondern eben sowohl den allgemeinen Fall, wo irgend zwei end- 
liche reelle Gröfeen jene Grenzen sind. Eine weitere Verallgemeinerung des 
Gedankens der erzeugenden quadratischen Form hat Herrn Hermite dazu ge- 
führt, ähnliche Untersuchungen für Gleichungen mit imaginären Coefficienteb 
anzustellen (Bd. LH* pag. 39 dieses Journals) sowie den Sturmschen Satz auf 
zwei simultane Gleichungen auszudehnen. (S. comptes rendus de Pac de Paris 
1853 I. pag. 294, 96.) 

Schliefslich ist der Aufsatz des Herrn Brioschi anzuführen: „Sur les 
söries qui donnent le nombre de meines reelles etc." (Nouvellea Annales de 
M. Terquem, Juillet 1856), in welchem sich sowohl ein eleganter Beweis des 
in Rede stehenden Prinzips findet als seine Anwendung auf die Bestimmung 
der Anzahl reeller Wurzeln. 
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20. 

Auszog eines Schreibens über Kettenbrüche von 
Herrn E. Heine an den Herausgeber. 



Halle, d. 11. Januar 1867. 

.... In einer froheren Abhandlung im 34sten Bande dieses Journals 
habe ich die Nenner des Kettenbruchs, in den Gau/s die hypergeometrische 
Reihe F(l, ß, y) entwickelt, angegeben; es ist mir jetzt gelungen, das Re- 
sultat auf den allgemeinen Kettenbruch für 

F(«, ß, r) ' 

den Gauf* in seiner Abhandlung Ober die hypergeometrische Reihe Sectio II, 
p. 13 ableitet, zu übertragen. Ich thelle Ihnen das Resultat mit: Ist jener 
Ketlenbruch 

1 



1 — 



a t jr 



l—f«* 



1 — etc. ' 



und bezeichnet man die Zähler und Nenner des Näherungsbruches , welcher 
mit a n x schliefst durch P H und Q n , so werden ft B _j, &„, JP, B , P in+l gleich 
folgenden Ausdrücken, die ganze Functionen nten Grades sind: 

Q 7n _ lSS =Fia,ß,y)F(l-n-a,-n-ß,l-2n-y) 

-a n a t ...a in x l " +1 F(l-(i,l-ß,2-ry)F(a+n t ß+n+l,y+2n+l) 

Q in== F(a,ß,y)F(-n-a,-n-ß,-2n-y) 

- «b<* . . . «2»+i^" +, *'(l-«> i-ß> *-?) F(a+»+i,0+»+l, y-f-2ii+2) 

p 7i>ss= F(a,ß+Uy+t)F(-n-a,-n-ß,-2n-y) 

-<,&... «,„+^-+^(1 -a, -ß, \-y)F[a\n\\,ß\n\\,y\2n\2) 

p^ ia =F(a,ß+i,y+l)F(-n-a,-n-l-ß,-2n-t-y) 

--«x«,...«, a+1 x i+, F(l-a,-/9,l-y)F(«-|-n-fl,/9-fit+2,y+2ii-f3). 
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Es ist hier a^ = p *~a? gesetzt; a x , €^ etc. bezeichnen dieselben Gröfsen, 
welche in dem Kettenbruche vorkommen, d. h. es ist 

«fr— ß) (/g+<)(y+l-a) 

l ~y(r+*) *~ (y+i)(yT2T 

_ (« + !)(,+ 1-fl ,. _ (ß+2)(r+2-a) 

s— (y+2)(y+3) a *— (y+3.Hy+4) 

etc. 

Um also z. B. # 2|| zu erhalten, braucht man nnr das Product der zwei 
Reihen F(a,ß,y) und F(—n — a,—n — ß,—2n — y) zn bilden, und in 
demselben den Theil allein beizubehalten, welcher keine höheren Potenzen von 
x als x" enthalt; die Potenzen x"+ % , 4?" +2 , etc., o* A+l fehlen natürlich in dem 
Producte von selbst, und erst x 2n+2 kann darin auftreten. Aehnliches gilt von 
0a»-i und den P. 

Die Abteilung dieser Resultate, welche sich leicht beweisen lassen, 
beabsichtige ich gelegentlich mitzutheilen, und werde zu gleicher Zeit die Aus-* 
dehnung für den Fall geben, dafs man nicht die gewöhnlichen hypergeometrischen 
Reihen, sondern die durch ein neues Element q verallgemeinerten betrachtet. 
In besonderen Fallen wird übrigens das Product der hypergeometrischen Reihen, 
und dann P oder Q sehr einfach. 
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21. 

Sur une formule d' Analyse. 

(Par M. P. Tchebiekev.) 

(Lu k 1'Madeniie de 8t. Ptonboug 1« *° octohw> ism^ 

1 norembre ^^' 

Ol Ton represente par f{x) one fonction entiere du degre n, et one 
Ion connsiMe ses n-f 1 valears 

, , , ^ r A;rU) ' ^^' K*"^ ' • • /<**>■ 

la formule de Lagrange donne cette expression de f(x) 

(x«-xO(x'--^)../( ;c H (J ,_ JF . Hji _ j ; ) a^)+ - 

Cette valenr de f(x) peut etre representee sous afferentes formes ; Tone des 
plus remarquables est la soivanle: 

oü ^4', J", -4'", . . . designent Ies coefficienls de x dans les qnotients de la 
fraction continne J^ . 

resultante du d£veloppement de 

x — x § ' x — x* "> " » x— xW 1 

ei ViC*)* %(*)*••• ' es denominateurs des fractions convergentes qu'on en tire. 

Cette formale a l'avantage de donner /"(x) sous la forme d'une fonction 

entiere, dont Ies termes, en gen6ral, prtaentent one s6rie sensiblement d£- 

croissante. Dans le cas particulier de at* = — , x 1 ' = ^- , x" = "~ 4 

^oo — ZI-, e t n iofiniment grand, cette formale fournit le developpement de 

/(x) soivant les valeurs de certaines fonctions, qne Legendr e a designöes 
par X m (Exer. Partie V, $. 10), et qpi sont determintas ici par la redoctioo 

x-H 
de P expression log _ 4 en fraction continue. 

Mais la propriete la plus precieose de cette formale est celle-ci: 
Si Ton ne prend dans cette formule que les premiers termes en nombre 
quelconqae m > on troave ane valenr approchee de f{x) soos la forme d'an 
polynöme du degr£ m — 1 et avec les coefficients indiquäs par la methode des 
rnoindres carris, dans la supposition que les valeurs donnies de f{x"\ f(x'), 
fix"), . . . f(# n ) sont affectees d'erreurs de mdme nature. 

Dans peu de temps, j'aurai l'honneur de präsenter a l'Acadämie an 
Memoire, oü Ton verra, en outre, le parli qu'on peut tirer de cette formale 
poar P Analyse. 
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22. 

Über die Bewegung eines Ellipsoids in einer tropf« 
baren Flüssigkeit, Note zu der Abhandlung im 

Band LII dieses Journals. 

(Von Herrn Clebsch.) 



In einer Abhandlung, welche im 52sten Bande dieses Journals er- 
schienen ist, habe ich die Gleichungen fflr die Bewegung einer unbegränzten 
Flflssigkeitsmasse aufgestellt, innerhalb deren ein fester Körper in irgend welcher 
Weise bewegt wird. Ich habe dabei besonders den Fall betrachtet, wo dieser 
Körper ein EUipsoid ist, und habe die betreffenden Gleichungen zu integriren 
versucht, wenn das EUipsoid sich in der Richtung einer seiner Hauptaxen 
geradlinig bewegte, oder wenn es, ohne fortschreitende Bewegung, um eine 
seiner Hauptaxen rotirte. In Bezug auf beide Falle habe ich eine Bemerkung 
hinzuzufügen. 

Fflr den ersten Fall erhielt ich zur Bestimmung der Curven, auf welchen 
sich die Flflssigkeitstheilchen bewegten, die beiden Gleichungen 

2Io<?y' = f-& ' 

2)ozy" = f-& * 

Es waren dabei y*, y" die beiden gegen die Bewegungsrichtung des 
Ellipsoids senkrechten Coordinaten des betrachteten FlQssigkeitstheilchens, be- 
zogen auf das Hauptaxensystem des Ellipsoids als Coordinatensystem; ferner 
a, a', a" die Axen des Ellipsoids, a die der Bewegungsrichtung entsprechende, 
fi der Parameter desjenigen confocalen auf welchem sich das Tbeilcben gerade 
befand. Endlich war 

is' = r . * . . 

(2.) ) *£ **>+* ■?«+*• •*+*•*'+** 






and Sti^u dieselben Größen, bezogen aaf die Oberfläche des Ellipsoids, wo /*=Q. 
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2 Q + S.-S 



Die -Gleichungen (1.) nehmen auch die Form an: 

oder, nach den Gleichungen (2.): 

(4.) log?^ f s , A8 ^ Sf _ s „ W=fs> % + S' % '-S'-S» 9 

Diese einfachere Gestalt der Integrale läfst zugleich einsehen, dafs, in- 
dem man dieselben addirt, ein ausführbares Integral erhalten wird, dessen 
Resultat ist: 

t 5 ) \ f*(-± I i \ dp 



so dafs also wenigstens ein Integral der in Frage stehenden Bewegung auf 
ein elliptisches Integral der zweiten Gattung unmittelbar zurflckkommt; und 
zwar wird auf diese Weise das Product der Entfernungen des Theilcheoä von 
denjenigen Hauptebenen des Ellipsoids ausgedrückt, welche sich in der Be- 
wegungsaxe schneiden. 

Für den andern der erwähnten Fälle erhielt ich damals nur ein einziges 
Integral, während aber das rweite nichts festzustehen schien. Ans der Theorie 
des letzten Multiplicators aber erhellt die Aufsteilbarkeit dieses Integrales von 
vorn herein. Die Bewegungsgleichungen der Flflssigkeitstheilchen sind nämlich, 
bezogen auf ein im Räume festes Coordinatensystem 

dx d<p dx t dq> dx t d<f 

dt dx ~df dx t ~dt dx t 

wo 

dx* T dx] r dxl ~ V ' 

Da nun hiernach der letzte Hulliplicator des Systems — 1 ist, also auch 
bekannt für jedes neue System von Variabein, so folgt, dafs aus zwei Inte- 
gralen des Systems sich immer das dritte ohne Weiteres ergiebt. 

Man sieht ferner leicht, dafs der Multiplicator nicht nur aus eben diesem 
Grunde bekannt, sondern sogar = 1 ist für das im Körper feste Coordinaten- 
system, für welches die Formeln (5.) der citirten Abhandlung die Gleiehun- 
*gen geben 
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^!L — Ü2L _ A" — v* A m 4- v A 12 

dt ~ Z/r A ** tY* 

dy % T ay % ■ 6y^ — ' 

wo die A die Geschwindigkeiten, translatorische und rotatorische, in Bezug 
auf die Hauptaxen des Körpers darstellen, und lediglich Funktionen der Zeit 
sind. Verschwinden nun alle diese Geschwindigkeiten bis auf Eine, so wird 
tp dieser Einen proportional Die Verhältnisse der rechten Theile werden 
also von der Zeit unabhängig, und die Gleichungen nehmen die Form an: 

dy:dy':d?' = Y,Y':Y" und es ist noch |I + |£ + |^'== 

der Multiplicator des neuen Systems also wiederum = 1 ; und somit aus einem 
Integrale der Gleichungen das zweite bekannt. Man .hat also den Satz: 

Sobald die Bewegung des Körpers nur von einer der sechs Geschwin- 
digkeiten abhängt, bedarf es nur eines Integrals, um die beiden flbrigen 
sogleich zu finden. 

Dasselbe geschieht noch, wenn die sechs Geschwindigkeiten nur in 
einem constanten Verhältnisse zu einander stehen. 

Nachdem also hierdurch die Aufsteilbarkeit des fehlenden Integrales 
nachgewiesen war, wurde es nicht schwer, dasselbe auf Quadraturen zurück- 
zuführen. Rotirte das EUipsoid um die y Axe, mit der Geschwindigkeit A n , 
so waren die Bewegungsgleichungen (110. der citirten Abhandlung) folgende: 

a-f f*.ö'-f fi.a f '-f-^ dt 

Vr^"^ - ■45-)+*(« , - s ">(4? + TT?) 

"vlkfc " 4?r) +*<*- jy ' ) (5k+ -?k)] 
w^Kafc - Tis-) +*(*-^)(3ts + 4s* 

87» 



290 88. Cletsck, Bewegung eines EMpsoids in einer Flüssigkeit. 



ii sind i*!, fh die Parameter der oonfocalen Hyperboloide and k eine Con- 
stante 

während die flbrigeo Gröfsen die schon erwähnten Bedeutungen beibehalten. 
Die Gleichungen (7.) nehmen ohne Weiteres auch die Form an: 



ja 

(8.) ^i-/« l ./*i-A*-^==(«+^)[(«''--«')+*(S'-« w )(«'+«''+3i»i)) 
^- A t.^-^ 1 .^==(a-|- j t« 2 )[(«"-a')+Ä(fir-S")(« r +«"+2Ai,)]. 
Ich setze nun der Kürze wegen 

«n j(«"~«')(i-*-r)+*(«r-S")(«'+«"+3A») = N 

Dann geben die Gleichungen (8.)) indem man zugleich die beiden letzten durch 
die erste dividirt, in die folgenden Aber: 

(10.) { J 

Wenn man diese Gleichungen suhtrahirt, oder dasselbe thut, nachdem 
man sie zuvor mit /*, und ^ multiplicirt bat, so erhalt man swei fflr f*f\-fh 
und ftit<h linelre Gleichungen: 

(11.) < d * 

ff 1 * -(a-f /*)2V = <VA* — <V(it*i+iWi)~(«7+^+7A»)A*iA«j. 

Diese Gleichungen nun werden integrirt, indem man zunächst die erste mit a 
multiplicirt und zu der zweiten hinzufügt. Man erhalt dann 

und durch Integration: 

(13.) a-f^.a-f/f, = e.e J ^ *+**. 

Dies ist das auch in der citirten Abhandhing gegebene Integral. Offen- 
bar kann man aber nun entweder fafa durch Pi-\-fh oder umgekehrt aus- 
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drflcken, and erhalt dann ans den Gleichungen (11.) lineare Differentialglei- 
chungen mit je einer anbekannten Gröfse; nämlich, wenn wir mit V den 
Ausdruck bezeichnen, welcher die rechte Seite der Gleichung (13.) bildet: 

Hieraus folgt unmittelbar 

»+» - .-M/S* fä-to+fä 

wodurch das Problem auf Quadraturen snrfickgefthrt ist. 
Berlin, den 86. Mai 1856. 



293 



23. 

Anwendung der elliptischen Funktionen auf ein 
Problem der Geometrie des Raumes. 

(Von Herrn Glebach.) 



Hr. Cayley hat in den Philos. Transact. vom Jahre 1852 eine analy- 
tische Behandlang von Steiner** Ausdehnung des Malfattischen Problems 
gegeben, und hat dort die Aufgabe 

Zu drei, auf einer Oberfläche zweiter Ordnung gegebenen, ebenen Kur- 
ven, drei andere zu finden, welche sich unter einander berühren, und 
deren jede zugleich zwei der gegebenen Kurven berührt, 
zurückgeführt auf ein System von Gleichungen, weiches als specieller Fall in 
dem folgenden enthalten ist: 



« +/*(y+*)+yy* = ^iHr^-H*' 



i: 



(1.) (a' + ß'(z + x)-\- r 'zx = (jyi+sM-f-* 2 
(a"+ßr{x-\-y)-\-fx Y = *V1 + *M + y». 

Dies System von Gleichungen ist dort durch rein algebraische Betrach- 
tungen gelöst, unter gewissen Bedingungen, welchen die Coefficienten genügen 
müssen ; und so auch die algebraische Lösung der obigen Aufgabe vollständig 
gegeben. 

Die Auflösung der Gleichungen (1.) lafst sich indefs auch aus einem 
andern Gesichtspunkte darstel'?n. Denn indem man jede der obigen Gleichun- 
gen mit der Form vergleicht, welche schon Euler für das Additionstheorem 
der elliptischen Funktionen gegeben hat, kann man die Gleichungen (1.) be- 
trachten als die algebraischen Integrale von Gleichungen der Form 

*y±J^ — 



dz , dx 



») 7F+ 







7X> ~ 

TT*"" VT" ~~ u 
wo X', X" ganze Funktionen vierten Grades von x sind, Y, Y" von y, Z, Z' 
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vod z. Und indem man diese Funktionen wirklich ausrechnet, findet man für 
die Gleichungen (2.) die folgenden: 

0=- dy 



\- 



^TT?) / (* t ~/» , -« i )-2y(«+Är+(* t --r , -/» , )r t 

dz 



etc. 

Und um die Integrale dieser Gleichungen vergleichen zu können, mufs 
man unter den Wurzelseichen bis auf einen Constanten Faktor immer dieselbe 
Funktion haben, d. h. die Ausdrücke 

(fin _ ßn_ a n ) _ 2/(a' + ß')u + (<T- f n - fi 1 )* 
(d m_ ßm_ a r«j _ 2 y, (a „_|_ ß'^ u _|_ { $m_ y m_ ß,^ „2 

dürfen sich nur um constanfe Faktoren unterscheiden. Daher erhalt man die 
Bedingungen 



S*-yn-ßn 

d"*—y*—ßr* 



#— ßP—a 2 : 3y(a + /J) 
= Sn^ß" — a n : 2/(a'-f (¥) 
= ff*- fi* _ a ,n : 2y"(a"+ /T ) 

für die Anwendbarkeit dieser Methode; und es sind dies genau die von 
Hrn. Cayley aufgestellten Bedingungen. 

Man wird durch diese Betrachtung darauf geführt, das Problem nicht 
auf die Gleichungen (1.) zurückzuführen, sondern auf andere, welche sich an 
die gewöhnliche Form des Additionstheorems anschliefsen, wo man dann zu- 
gleich die Constanten, weiche in die Integrale der Gleichungen (2.) eingehen, 
durch die Gonstanten des Problems bestimmt. Zu diesem Ende aber mufs ich 
die Behandlung der Aufgabe von Anfang an noch einmal kurz darstellen. 

Für das Malfattische Problem selbst, wo man auf Kreisfunktionen 
geführt wird, hat schon Hr. Prof. Schellbach diesen Weg eingeschlagen und 
im 45sten Bande dieses Journals die sehr einfachen Resultate bekannt gemacht. 

§. 1. 
Die Bedingung dafs drei auf einer Oberflache zweiler Ordnung 

ti = 2 2 Unx^i = 

gegebene ebene Kurven einander berühren, erhält man leicht, indem man be- 
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merkt, dafs jede Tangentenebene der Oberfläche: 
der Gleichung genügen mub 



(3.) 



*U *tt *J3 *1# Pl 

flu UnUn U^p 2 
«31 «w »33 ** ft 

» 4t «42 "« «44 J>4 
•*! **« P* P* ® 



Denn sind nun die Ebenen der gegebenen Kurven 

C es ^1^1+^2^+^^* + ^^« Ä © 

so müssen alle Tangentenebenen, welche durch den Schnittpunkt von C, C, C 
gehen, und welche also die Form haben 

P = W+X'C'+l"C" = 

einer Gleichung genügen 

(6.) = jW + ?"** + <j*Ü n + »!*«'+ 8f"l V + 2fi% 
welche man erhalt, indem in (3.) 

gesetst- wird. Sollen nun die Scbnittknrven der C mit der Oberflüche ein- 
ander berühren, so kann man durch die Schnittlinie zweier C nur immer 
eine Tangentenebene an die Oberfläche legen, d. h. nur je eine Ebene finden 
der Form 

ac+ nc 9 = o xv 9 + x"C" = o r c + xc *= o 

welch« der Gleichung (5.) genagt. Also mofo diese Gleichung in ein voll- 
ständiges Qradrat abergehen, sobald ei» l verschwindet, d* h. es null sein 

«II «B «U «M «i 



(6.) 









wo y** 



Hjt ff» *» tlj4 Cj 

*31 *3I «33 *M <*3 
»41 ««| «C «« Cj 
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Würde hiedurcb die recble Seite von Gleichung (5.) im Allgemeinen 

fflr die l ein vollständiges Quadrat, so träte zn den Gleichungen (6.) noch 

diese hinzu: 

f.<l n .q» = f*.? 2 .?» oder 

<f» q" f* = o. 

f» 7 M <j* 

Bezeichnet man nun durch J die Determinante von u, durch J a ihre 
Differentialquotienten, so hat man auch 

(7.) y» = m 2 2J„4 m €l 



und dies in die letzte Gleichung eingesetzt, giebt derselben nach den bekannten 
Sätzen Aber die Multiplikation der Determinanten, die Form 



= J*.2 Su mH C m C n> 

mal Mail 

wo C» C 2 , C s , C 4 die Koordinaten des Schnittpunkts von C, C\C" bedeuten. Ver- 
schwände hier J, so wäre die Oberfläche ein Kegel ; verschwände der zweite 
Faktor, so rockte dieser Schnittpunkt in die Oberfläche. Indem man beide Fälle 
ausschliefst, kann man also den Gleichungen (6.) die Bestimmung hinzufügen 

(8.) f^.f^+^Y 1 .^ = 0. 

$. 2. 
Sind in nnsrer Aufgabe nun die gegebenen Ebenen A*=0, Jt' = 0, 
J" = 0, die gesuohten II = 0, ß' = 0, B" = 0, und 

1 m} \b = AUi + fe + ^s-f*!**, 

so giebt es unter diesen Ebenen 4 Systeme, welche sich verbalten sollen wie 
die C des vorigen Paragraphen, nämlich 

1. ABB 9 

2. B Ä BT 

3. B B' A" 

4. B V B". 

Fflr jedes dieser Systeme würden wir aus (6.) drei Gleichungen er- 
halten und aus (8.) eine Zeichenbestimmung. Man erhält so 12 Gleichungen, 
die sich indefs unmittelbar auf 9 reduziren und benutzt werden können, um die 
Verhältnisse der b zu bestimmen. 
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Um indefs absolute Bestimmungen zu erhalten, wollen wir die Glei- 
chungen hinzufügen: 

lJSSJ ik ^äl = — 1 22J ik b { lb" k = —1 

(100 U^^i^fli = -1 SSJ ik V t V k =-- -1 

\2JBJ*<iM = -1 JESJnWl = -1 , 

Annahmen, welche immer möglich sind, sobald nur keine der Ebenen A eine 
Berührungsebene der Oberfläche wird. So werden nunmehr alle q mit gleichen 
oberen Indices =—1, und die Gleichungen (6, 8.) geben das Schema: 



(ho 



f"- 


= 6 


f"- 


= «1 


tf* = 


= «2 



S k ^2 ^ 



wo die c +1 bedeuten. 

Stellt man unter dieser Form jetzt die Bedingungen der Aufgabe wirk- 
lich hin, so erhält man: 



(12.) 



SJSJiibidi = 


= .-4 


ssj^ut = 


= -*? 


22J ik b' ia 'l = 


= -«? 


SSJ ik b'(a k = 


= ~ei 


9 

22J ik b"a k = 


= -< 


SSJ ik b^l = 


= -tf 


22J ik b\b k = 


= «K 






22J ik b?b k = 


= 6 2 *<i 


€1 €2 *2 3) ^u *1 == 


= 1 



wo wieder die e die positive oder negative Einheit bezeichnen. Durch diese 
Gleichungen und die Gleichungen (10.) sind die b nun vollständig bestimmt. 

$. 3. 
Man fahrt leicht diese zwölf Gleichungen auf drei zurück, indem man 
sich eines Satzes über die Determinanten erinnert, welchen Hr. Prof. Hesse 
im 49sten Bande dieses Journals p. 252 gegeben hat, und welcher uns in einem 
speziellen Falle das folgende Lemma giebt. 

9 Hultiplicirt man die symmetrische Determinante 

^11 4n ^13 4 t 
^n ^n ^23 «^24 

J u Jyt J& z/ M 
^41 ^4* -^41 4 U 
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,mit dem Quadrat der Determinante: 



R 



d[ 4 a'l aT 

ai a\ dl dl' 

dl d 3 a'l dl' 

dl d< dl dl' 



,bo entsteht wiederum eine symmetrische Determinante: 



Q = 



Lßit\ Lß{)i "\n **{& 



<MJ 



D m D u D l2 D a 

**m U 2 i U<n U23 
™30 ™3i "3% ^33 



WO 



(13.) Ä 



P9 



i=4 *=4 

S S J ik d!al 

fsl Jbrl 



** 



Lassen wir nun den J und a die Bedeutungen , welche ihnen im 
Vorigen beigelegt waren, und setzen nur 

(14.) aT = i»,+ A'*{ + 4 w *J # , 

so geht das Produkt P.B? in einen Ausdruck Ober, welcher in den l sich 
als das Quadrat eines linearen darstellt. Dasselbe also mufs geschehen mit 
der Determinante Q; und ist dieselbe, nach den l geordnet; 

(15.) Q = v w l 2 + v n k n ^v n l m ^2v 0l ll t i-2v l2 l , l t, ^2p w k tf X, 



so müssen die v den Gleichungen genügen : 



*01 



(16.) 



^11 *22 = # n 



#20 



^oü *ii *>n 



Vqi t? W V W 



Inzwischen werden in Folge der Gleichungen (10.), (13.) D&, D n ,D n 
sämmtlich = — 1 ; und 

D zs = -[l' + i^ + ^-Q^l'r-Wiil^-K*"']- 

Setzen wir ferner 

!- o = SSJ a di dl — «S(l+ Xo) = SSJ ik a,b k 

-o, = SS J a d( a k - «; (1+y,) = SSJ a d, b' k 

— o, = SS Ja a t d k - tf(l+Xt) = SSJ^'K 

wo die e\ wieder ±1 sein sollen and spater ihr« nähere Bestimmung finden 

38» 
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mögen; so wird 

z^ = - ag D» = -{^+«;^(i+ ri )+ € ;r} 

Die Gleichungen (16.) enthalten also nnn allein die y als unbekannte 
Gröfsen, da in den D andere nicht vorkommen, und genügen also zur Be- 
stimmung derselben. 

Bilden wir nun die Determinante Q, so können wir offenbar zunächst 
die negativen Zeichen sämmtlich auslassen. Ferner setze ich an die Stelle 
der X die Gröfsen 

alsdann gehen die Ab, ö u , D n , D& über in: 

sobald man setzt 

Endlich noch kann man bei der Bildung der Determinante die Horizontalreihen 
und Vertikalreibeu resp. mit «y«J«u* «2«o«i\ tb'44! multiplicirt denken. Als- 
dann erhält man 

(19.) Q = 



1 


«; «'. «. 


<•:•. 


-MHr.)+f*'+M" 


«: < «, 


i 


«: < « 


f*— /»'(*+*)+*•" 


<'«>. 


«'. «v « 


i 


^ +f4 r_^ (1+rt) 



-K*+r.)+^+f*''> M-y (i+r. )+/*"> My-p" (Hr.)* ^+f* f Ny^-aNiM^-^rt* 

Dies lehrt zunächst, dafs man aus ttnir Lösung der Aufgabe, fftr 
welche etwa sämmtliche 6 = 4-1 sein mögen, vier erhält, indem man an die 
Stelle von a, a 19 o* die Gröfsen 4>4i'<* etc. setzt, d. h. statt der a dieselben 
Gröfsen mit verändertem Vorzeichen, doch so dafs das Produkt derselben un- 
geändert bleibt. Ich nehme daher der Einfachheit wegen die e = 1 an, oder 
lasse sie in die a eingeben. 

Wir müsse» nun die v genauer untersuchen, und zwar können wir sie 
jetzt die Coefficienten der p bedeuten lassen. Es ist 
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'to 



1 <h a l 

o, \ a 

a % a \ 

(Hy«) i t 



-(Hr«0 
l 

l 



1 Cj <z, 

«jl o 

a, a 1 

-1 t 1 



a 



-1 
1 
1 
1 

1 

«i 
i 





a, 1 a 


+ 2y„ 


a, o 1 




— 1 1 1 



+ yS(« , -D 



«i 



1 a 

a 1 

(t+y,) l 



l 

(Hr.) 
-i I 



l 



1 a 

a 1 

-1 1 



1 

1 

— 1 

-H 





1 a, 1 




1 a, 1 


— yi 


«» a 1 


-y» 


Oi a 1 




«. 1 -i| 




a, 1 —1 



+ ytf» («—«i««)- 



Wendet mao in diesen Determinanten das gewöhnliche Mittel an sie 
an vereinfachen, indem man die letate Horisontalreihe zn den andern addirt 
oder abiieht, so erhalt man: 



•>» 



«rj-1 «,+1 
Oa+i o — 1 
<*»-}- 1 a— 1 



+ *y« 






+y5(«*-D 



(e-l){2(a I +l)(« 2 +l)+2y„(a4-a 1 +a l +i>-f r 5(o+l)}, 



(20.) 



*»= — 



2 «tj — t «i-fl 
otj-fl a-fl 
a— 1 a-f-1 



+ r. 



+ * 



1 -f-a, Cj-f-i 
1 +a, «,+1 



+yiy« («-«!«.) 



= W«+ 1 )+y 1 y»}(«-«i«»)+ {(* +«i)yi+(i +«i)y«K« 
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§• 4. 

Diese Ausdrücke vereinfachen sich -nun indem man sich, wie schon 
oben angedeutet, der elliptischen Funktionen bedient. 
Setzt man zunächst 

(21.) y, — *i ^ , 

so gehen die Gleichungen (20.) Aber in 

v^ = 2.a— l.«i-fl.«2-f l.{l-f * 2 -{-2/f*} 



(22.) , 

v l2 = 2.a-fl.a— «iÄj.jl-f *i*2-f?o(*i-f ^2)} 



wo 



Erinnert man sich jetzt der identischen Gleichung 

so wird auch 

-ta, = 2.«-l.a l +l.« 1 +i.{i^(l+*) t +i=«(l-«)«} 
(24.) i , _ 

Nun fetze ich 

(25.) ■j~^ = cosamr I und A* = !=£ *?.= 1^£. 

Alsdann gehen die zwischen den bestehenden Gleichungen (16.) durch di 
Substitutionen 

r l2 ss 2.a^l.a — a 1 ^.l+« 1 .l+«f[- : ^ + - : ^co8amr 1 cosamr 2 J 
in die folgenden über: 

//*amr l // 2 amr 1 = J^ffi,! [-^^-^ ooaamt^coaamt»,) 
(26.) ( /fnmv 2 J*nmv = tt ^7^a^- ' l j"~2 ^~"^ TO8amPf CMamp l 
/»in» Amr = Ji!!l7 g^ < 1 ""2 ^" — g^ cos am r ws am r i 1 
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(26.) J 2 amv l J 2 am v 2 J 2 am v 

- • ~J5^ir?rr • I '-¥ + ^ - » - - - * ) 

X { 2 ' 4~ T ?> cosamr 2 cosamp j ( 2 * 4" T^* 009 amr cosamrj* 

Die ersten drei dieser Gleichungen nun erinnern unwillkürlich an die 
Form des Additionstheorems der elliptischen Funktionen, welche unter Anderm 
sich bei Jacobi Bd. XXXIX p. 325 d. J. und Opusc. Math. II. p. 171 findet: 

Jsmu Jamv Jam(v-\-v) = k\ -{- A 2 cos am u cos am v cos am (tt-fu). 

Damit die obigen Gleichungen aber mit dieser vollständig übereinstimmen, 
ist es nöthig nachzuweisen, dafs man setzen dürfe: 

(q— ^a,) 1+7, = *? 

(27.) /V«:- *•«:-*' 2 jun*+v) 

g — a l a t 1— </ k* cos am(u-\-v) 

y' a ] — i.a\—i ~~%~ ^am(ti+t;) 

d. h. es mufs die identische Gleichung erfüllt sein, welche entsteht, wenn man 
diese beiden quadrirt, die erste mit k 2 = —^ multiplicirt, die zweite mit 

kl = -^-, und sie dann addirU So erhalten wir rechts k 2 k^ ==—£—, und 



i-P* 






oder 



4 
Fahrt man rechts die Quadrate in der Parenthese aus, so kommt 



c! - 1 , tti - lil - ^| r .W^ j 

Giebt man dieser Gleichung die Form 

«1 1 • <*2 1 ( Ä <*1 #2)* 
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so sieht man leicht, dafs auf beiden Seiten die Determinante 

1 (% a t 
a 2 1 a 
«! a 1 

steht, dafs die obige Gleichung also wirklich eine identische ist, wie wir auch 
•os den im Anfange aufgestellten Prinzipien zu schliefsen berechtigt waren. 
Setzen wir also, den Gleichungen (27.) entsprechend 

(28.) j = ^=cosain/9 7 :: j : ^ i = cosam/S 1 1 = f^ = cosamÄ, 

so geben die Gleichungen (26.) Ober in 

IAJ-j- Ä 2 cos am v t cos am r 2 cosam/9 = ( — 1)" ^/ampj J*mv Q Jwmß 
Äj-f A 2 cosamt? 2 cos am r cos am /9, = (— l) m »z/arae> 2 iamr J*mß t 
AJ + A 2 cosamr cos am r, cosam/9 2 = (—l^Jamv ^amt^ J*mß 2 
und die letzte Gleichung giebt 

m-j-^i-f-Wj = gerade. 

Alsdann aber zeigt die Theorie der elliptischen Funktionen, dafs die 
Gröfsen v den Gleichungen genügen müssen: 

(30.) t> 2 + r = i?iä + 2»^ (ä:-j- •*:') + 4i»;ä: 

wo iE, ÜC' die gewöhnliche Bedeutung haben, die tj +1 bedeuten, und die 
jw, in' ganze Zahlen sind. Lösen wir die Gleichungen nach den v auf, und 
lassen die geraden Vielfachen von K-\-iK f und 2K in den Werthen der v aus, 
da wir nur die cos am kennen wollen und diese hiedurcb keine Veränderung 
erfahren, so erhalten wir 

(31.) { v % = *^~*'4 + *'& -f2iwJK: 

wo m eine ganze Zahl bedeutet. Da übrigens das Zeichen der v beliebig 
ist, und keinen Einflufs auf cos am v ausübt, so können wir eine der rj will- 
kariich bestimmen, und haben so nur 8 wesentlich verschiedene Systeme der 9. 



23. Cleb$ck, da$ Malfattitche Problem auf den Oberflachen 2* tr Ordnung. 303 



§. 5. 
Es bleibt Dar übrig noch die b selbst zu bestimmen, nachdem wir durch 
die Gleichungen (21. 28. 31.) die y bestimmt haben. Setzen wir die De- 
terminante 



(32.) 



Ol 


<h 


«s 


«4 


4 


4 


a\ 


«4 


< 


Ü 


4 


o't 



Aib^ i*2*2+^3*3-f ^**4 



= J*. 



b t b 2 b 3 b A 

so dafs die A die Koordinaten des Schnittpunkts der drei gegebenen Ebenen 
bedeuten; so folgt aus der Gleichung, welche den Beginn des §. 3 bildete 

a 2 d, dl M-KA' + O" 
<H a\ dl b % X\b\V \Vll" 

a< d 4 dl M-W+O" 
indem wir auf beiden Seiten die Coefficienten der X vergleichen: 

MA + JA+JA + ^M*"^ 

Die erste dieser Gleichungen giebt 

(34.) JA+ JA+ JA+ JA = Soj/-^, 
= + 1. Da aber alsdann die zweite ergiebt 

(34 n.) 



(33.) 



wo £ 



so ist, wenn wir den Gröfsen j/r (JÜ etc. eine feste Bedeutung beilegen von 
den £ nur ein einziges willkürlich, so dafs es also nur zwei Systeme der £ 
giebl. Man siebt, dafs an dieser Stelle zum letzten Haie eine Zweideutigkeit 
entsteht, da von hier ab nur mit linearen Gleichungen zu operiren ist. Daher 
können wir schon die Anzahl der möglichen Lösungen angeben, welche auf 
64 steigt. 

Die Gleichung (34.) verbinden wir nun mit den Gleichungen 

SSA^b.au = — «8(Hy«) 
(35.) 22J ik b { d k = -«,', 
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So haben wir 4 lineare Gleichungen aar Bestimmung von b x ,b 2 , b^b+. Setzt 
man nun für den Augenblick 

(36.) Wi = Ji^x^r ^A+^ö*s+4A 
und bezeichnet mit U den Ausdruck in welchen die Funktion * für die Koor- 
dinaten des Schnittpunkts der gegebenen Ebenen übergeht 

(37.) 0= 22**4 A k% 
so gehen die Gleichungen (34. 35.) in diese Ober: 

. i äff, ei7 . du > „ du \ r jz: 

(38.) ^ ®i*i+-«^*+«>s«s+«4«i = — «i>(l+yo) 

Die Determinante dieses Systems ist 17; ihr Differentialquotient nach 
dem Elemente £5-7- ist A { , und ihr Differentialquotient nach oft ist der voll- 
stAndige Differentialquotient ±gnr Die Auflösung der Gleichungen giebt also: 

(39.) Um, = ^,fcy2y-i{<(Hr.)|J + ^ + *|y}- 



Die Gleichung der Ebene £ iAfst sich in der Form darstellen: 

Fahrt man bier die Wertbe der. tu ein, und seist 

v i ( Ä du , A du . . du 1 m du 

A — ÜTJ ^"SF^ Ai ^r t ^ Ai dT % ^ ^^ 



so wird 

oder indem man mit «8 mültipÜcirt: 



«.^I7B =; Wf-^X+J-ti+rJJP+^-T+^iSfX^ 



y— *oü = ; ^2. l~a.«i -fl.0,+1 .q- 



2^am v, 



oosamtr, 
«+1 ' t-foosamv. 



y» = ^"T'-i 
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oo 



In Betreff der £ ist noch eine Bemerkung zu machen. Bei der fflr /— v { 
gewählten Bedeutung giebt die Gleichung (34 a.) 

?v = « er = « er = ic 

Also 

so dafs die Gleichungen der sämmtlicben gesuchten Ebenen folgende sind: 

(40.) ^o«^•r4y^;z+{«Jd8-^•-(i+y.)X f +^<JC <f } 

Man siebt, dafs von den « nur die Verbindungen $o«o, e"*", «J^J ein- 
gehen, welche auch in den y allein vorkommen. Dies wflrde also vier Gruppen 
von Lösungen geben, die verschiedenen Wertbe der cos am v acht, und die £ 
zwei, so dafs man 64 Lösungen erhalt. 

§. 6. 
Herr Prof. Schellbach hat eine Auflösung des vorliegenden Problems 
fflr den Fall einer Kugel bekannt gemacht, welche von drei Ebenen in gröfsten 
Kreisen geschnitten wird (45ster Band dieses Journals) und die dort gegebenen 
Formeln sind zunächst die Veranlassung zu der vorliegenden Untersuchung 
gewesen. Jene Formeln indefs lassen sieb unmittelbar auf die allgemeine Auf- 
gabe ausdehnen, bei welcher statt der Ebenen dreier gröfsten Kreise irgend 
andere gegeben sind. Sei die Gleichung der Kugel 

u == x\-\- a£-f a$ — x\ = 

und die Gleichungen der gegebenen und gesuchten Kreise 

A^md* = ^cosoj-f ^ cosa 2 + ;r 3 C0sa 3~'- r 4 CO9 ^ J f - = 
sjU'sintf' = a^cosil-f a^cos^-f x^cosb\ — x A cosO i = 0. 

Dann wird 

cos n* cos a* -f cos afj cos q* -f cos a\ co s a\ — cos & 1 cos & k 

, Mrk ^ , l sin & 1 sin & k 

(40*0 i wr^ 

COS V 1 — C0S#* COS** „ •; 

= . qJl . 4. = COSO', 

sin #* sin** 

wenn V die Seiten des von den gegebenen Kreismittelpunkten gebildeten 
sphärischen Dreiecks bedeuten, cP die Winkel, welche die von zwei Ecken 
dieses Dreiecks nach den Schnittpunkten ihrer Kreise gezogenen sphärischen 
Bogen mit einander bilden. 

39* 
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Nun denke m«o sich ein sphärisches Dreieck construirt, dessen Win- 
ket r, r, , r, und dessen Seilen g, g t1 •», welches dadurch bestimmt ist, daiä 

(40*.) cosT = — «o«o oos<J° etc 

Die vier verschiedenen Dreiecke, welche den verschiedenen Systemen 
der e entsprechen, werden durch dieselben gröfsten Kreise gebildet, and wenn 
man durch r, r t , /',, g, g ti g t Winkel and Seiten einte derselben beseich- 
net, so sind die der übrigen: 

T n— r, «— r, g n — § x n—g 7 

n — T r t n—l\ n—g g x n—g, 

n — r n—r % r, n—g n—gi g 2 . 

Man hat sodann aas (27. 28.), nach bekannten Formeln: 

C08am # = .f,.fl,.il = ct * 2 *(*-*) 



(41.) ] sin T 8in T +sin 



2 



Jamßi 



asQ-coeQ- cos|- 



ond 



rin^«n§.+«ini co«(| -gi) 

8* — y»+y»+^ 



tf mm sln'i- AJ — cos*i-, 



2 » — 2 

so dafs der Modul durch den Umfang des construirten sphärischen Dreiecks 
unmittelbar gegeben ist. 

Man kann sich nun durch die Analogie bestimmen lassen, drei Win- 
kel a, a,, a 2 iu suchen, welche die Bedingungen erfüllen: 

'cos am (ß h + ß k ) — ctg j tg «,• 
C42.) ( e 

C0i ? 

^«.(A+A)--!. 

Dann sieht man aus dem oben angefahrten Additionstbeorem, dafs die a des 
Gleichungen genügen: 

eos«icos(~ft)cos(j-jr t ) tima,m(j- 9h )4m(£- 9k ) 



(43.) 



cos T *j 
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and diejenigen Warsein dieser Gleichungen, welche nicht die Gleichungen (43.) 
erfüllen, genügen den feigenden: 

cos am (ß h —ßO «= ctg-J- tgo} 
(44.) ] 

'«■(A-A)-^- 

Bemerken wir nun die identischen Gleichungen 

co8 , am- 7 - = -TI--3 

2 Ir Jnmu—cotmu 

J^ma^. = Ig- '- CM — , 

2 * iinu— cos «mm ' 

welche man anter Anderm ans dem erwlhnten Additionstheorem ohne Weiteres 
findet, so haben wir ans (41. 42. etc.) 



^*am 



T Äeoi T i~ 



cos«a»|- . «tgylgf 



sin nni-7- 



*— .* 



* Vi 

SUlyCCSÄ 



und eben dieselben Formeln für £ m & 2 * wo <lenn T — a ' M ' 

4- - «*/ an die Stelle von ^ # tritt 

Und indem man nnn die Gleichungen Fundamente p. 33 (10—12.) 
anwendet, wird 



9i + a i—o- 



Jam ßi +&+ ßk J*m - ß *H h + ßk = cosf - 



CO. g 



—M$±e— .«-»W-a = ^„s'-L^-l 
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gi+*i~ £■ 



ßäMA ^„nZMMiL 



sm 



sin am - ' « co» •» 



f « 



• •»—'- 2 



sin •=- cos 



2— 2 

cos 



COS s 



, * 



ßt+ßk-ßK ßi-ßh+ßi _ M „ * t J ° l 2 

cosam — *— | C09am g = ctg-^-lg g 



ßi+ßh — ßk „ ÄO ._. ßi—ßh+ßk 

sin am ^ ' « — — cosam ^ — 



sin — 



'-± 



2 w ™ 2 , s 

. s *-<— 

S1 „ - COS g 

Diese Formeln, zusammen mit (43.) Bilden die Verallgemeinerung der 
von Herrn Prof. Schellbach a. a. 0. gegebenen, und sind genau mit denselben 
identisch. Auch sind dieselben natürlich für den oben ganz allgemein beben* 
delten Fall gültig, wenn nur die r g aus den Gleichungen (40 a. 40 6.) be- 
stimmt werden; und sie dienen so gewissermafsen zur Umgehung der ellipti- 
schen Funktionen. 

Berlin den 9. Dezember 1855. 
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24. 

Zur Theorie der binären kubischen Formen. 

(Von Herrn F. Arndt.) 



Wer Erste, welcher Untersuchungen Aber die binären Formen des drit- 
ten Grades pnblicirt bot, ist bekanntlich Eisenstein (Bd. XXVU dieses Journals). 
Die Resultate derselben beschränken sieb indessen auf einige wenige Theoreme, 
und beruhen auf derartigen Metboden, welche zur allgemeinen Lösung der 
Fundamentalprobleme nicht führen können. Die Bestimmung der Anzahl der 
Transformalionen, sowie der Anzahl der kubischen Classen, welche zu einer 
determinirenden quadratischen Gasse gehören, aber nur för den besonderen 
Fall, wo die Determinante dieser Classe gleich —4//, und p eine positive 
Primzahl 4m -f 3, die flberdiefs zu den von Gatt/s so genannten regulärem 
Determinanten gebort, ist im Wesentlichen Alles, was von Eisenstein in diesem 
Gebiete geleistet worden ist. Denn der p. 76 erweiterte und ohne Beweis 
aufgestellte Satz, in welchem nur noch die Einschränkung, dafs die Deter- 
minante ohne quadratischen Theiter sei, festgehalten wird, ist weder allge- 
mein richtig (er gilt z. B. nicht für die positiven Determinanten), noch kann 
er durch die früheren Principien bewiesen werden. 

Diese Sätze von Eisenstein waren mir noch unbekannt, als ich im 
Jahre 1850 an die Untersuchung der kubischen Formen ging. Die Resultate 
derselben sind in der Zeitschrift von Grunert Th. XVII und XIX publicirt. 
Man findet dort die Fundamenlalprobleme, betreffend die Aequivalenz, Trans- 
formation, Eintheilung in Classen, Einschliefsung vollständig gelöset. In Th. XIX 
steht der allgemeine Satz, nach welchem sich die Classification der kubischen 
Formen für eine beliebige Determinante bewerkstelligen läfsL 

Die Auflösung einer gewissen Klasse von unbestimmten Gleichungen 
höherer Grade mit 3 Unbekannten hat mich nun auf eine neue, Oberaas ein- 
fache, Darstellung der Hauptresultate der Theorie der binären kuMschen Formen 
geführt, die mir der Mittheilung nicht unwerlh geschienen hat Es kommt da- 
bei ein Lemma in Anwendung, dessen Beweis ich seiner Einfachheil wegen 
fibergehen zti dürfen glaube, nämlich: 
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„Es sei a prim gegen 2b und b 2 — ac— D; man kann eine ganze 
„Zahl B finden, so dafs B = b (mod. ä) und B* = D (mod. <T) ist, wo 
„n eine positive ganze Zahl. Auch ist dann a n prim gegen 221, und die 
„unendlich vielen Werthe von B werden nach dem mod. a n congraent 
„sein/ 9 

„Ist ferner a prim gegen b, b 2 — \ac = D, so kann man immer den 
„Congruenzen B = b (mod. 2a), B* = D (mod. 4a") genügen , so dafs 
„a" prim gegen B, und die B nach dem mod. 2a* congraent sind." 



Die Eigenschaften der kubischen Form ax*-\- 3bx 2 y -{- 3cxy*-\- dy* . . . (/*) 
hfingen gröfstentheils von der quadratischen Form 

2(ft 2 — ac)a? + 2(bc — ad)xy + 2(c t — bd)^...^) 

ab, welche ich die Charakteristik genannt habe. Ihre Determinante 

wird die Determinante von (f) genannt, wobei zu bemerken, dafs D nur = 
oder =1 (mod. 4) sein kann, und dafs eine kubische Form von negativer 
Determinante stets eine positive quadratische Form zur Charakteristik hat. Dies 
folgt augenblicklich aus den beiden identischen Gleichungen: 

(o 2 rf+2* 5 -3oftc) 2 -4(* 2 — acf-^D = 
(d i a+2*-d*cdf—i(*—bdf—d t D = 0. 

Transformirt man f und (p durch dieselbe Substitution (* y), ad—ßy=l 

in die Formen (f) und (<p f ), so zeigt die Rechnung, dafs (<//) wieder die 
Charakteristik von (f) ist IFtnn demnach f, f eigentlich äquivalent sind, 
ho gilt dasselbe von <p, qf, welcher Satz aber nicht umgekehrt werden 
darf. In jedem Falle aber kommt die Frage nach der eigentlichen Äqui- 
valenz zweier kubischen Formen f, f von derselben Determinante auf 
die Betrachtung kubischer Formen von derselben Charakteristik zurück. 
Es sei nämlich q> die Charakteristik von f, <p f die von f. Sind q>, <p' nicht 
eigentlich äquivalent, so gilt dasselbe von f, f. Im entgegengesetzten Falle 

aber transformire man (p in q>' durch eine Substitution ("£)> ad — ßy=:\, 

die aus der Theorie der quadratischen Formen als bekannt vorausgesetzt wer- 
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den kann, and durch die nämliche Substitution f in f", welche letztere Form 
mit f einerlei Charakteristik haben wird; da nun f und f" eigentlich äqui- 
valent sind, so werden /' und f\ eigentlich äquivalent sein, oder nicht, jenach- 
dem f und f" eigentlich äquivalent sind, oder nicht. 

Um alle kubischen Formen von derselben Determinante D = 4m oder 
4iv»-j-l zu klassificiren, stelle man zunächst die Repräsentanten aller quadrati- 
schen Klassen zur Determinante D (bei negativem Dnur die positiven Formen) 
auf: <p, <p', <p" etc., und suche die verschiedenen kubischen Formen auf, deren 
Charakteristiken diese letztern sind. Aequivalente quadratische Farmen 
brauchen nämlich nicht in Betracht gezogen zu werden. Um dies zu 
zeigen, seien <p, xp eigentlich äquivalente quadratische Formen (von der De- 
terminante D), und /", /*!, ^9 *tc. alle kubischen Klassenrepräsentant§n, deren 
gemeinschaftliche Charakteristik tp ist. Man bezeichne ferner mit g eine Kubik- 
form mit der Charakteristik y, transformire y in q> durch die Substitution 

( *) wo «<J— ßy=l> und ^ in eine andere Kuhikform g' durch die nämliche 

Substitution; g f wird mit g eigentlich äquivalent sein, und die Charakteristik q> 
haben. Nach der obigen Definition der Formen f, /i, /£, . .. ist aber g f mit 
irgend einer derselben eigentlich äquivalent, folglieh auch g, wodurch die Be- 
hauptung erwiesen ist. 

Die Klassification der Kubikforroen von gegebener Determinante D hängt 
hienacb von zwei Problemen ab, nämlich 1°. „Alle Kubikformen zu bestimmen, 
welche eine gegebene Charakteristik haben, und 2°. dieselben in Klassen zu 
bringen/ 9 Dabei genagt es, die primitiven kubischen Formen (ä, 6, c, rf), 
d. h. diejenigen zu betrachten, für welche a, b, c, d ohne gemeinschaftlichen 
Theiler sind. Es ist hiebe! wohl zu bemerken, dafs die Charakteristik einer 
primitiven Kubikform keine primitive quadratische Form zu sein braucht. Man 
hat ferner zwei Fälle zu unterscheiden, indem die Charakteristik 

(p = (2(6*— *e), bc-ad } 2(<r*-M)) 

sowohl aus einer eigentlich primitiven Form, wie aus einer uneigentlicb pri- 
mitiven derivirt sein kann. Im ersten Falle sei (f, g, h ) jene eigentlich 
primitive Form, ihre Determinante =J; da f und h nicht beide gerade sind, 
so ist klar, dafs 

<p die Form (2m/", 2mg, 2mh) 

haben mufs, deren Determinante D = 4m*J ist. — Im zweiten Falle sei 
(2/iy, 2h) die uneigentlich primitive Form von der Determinante y 2 — 4fh = J, 

Journal f. d. M. Bd. LIII. Heft 4. 40 



312 S4 Arndt, binäre kubische Firmen. 

wo also g und J ungerade sind. Es erhellt, dafe hier 

<p von der Form (2m/*, mg, 2mA) , D = m*J f 9t. 

Betrachten wir non den ersten Fall. Um alle primitiven kubischen 
Formen mit der Charakteristik y zu bestimmen, hat man den folgenden Glei- 
chungen 

(a.) b 2 — ac = mf, bc — ad = 2mg, c 2 — bd=nnk 

zu genügen, so dafs die Unbekannten a, b, c, d ohne gemeinschaftlichen 
Theiier sind. Um die Aufgabe au vereinfachen, wollen wir annehmen, dafs 
f prim gegen 2m J, mithin auch prim gegen 2g ist, eine statthafte Annahme, 
indem durch die eigentlich primitive Form (f, g, h) unendlich viele Zahlen 
dargestellt werden, die gegen eine gegebene Zahl prim sind« Es wird non 
behauptet, dafs unter dieser Voraussetzung a und b relative Primzahlen sein 
werden. Um dies zu zeigen, sind noch die identischen Gleichungen 

(6.) cf— 2bg + ah = 0, df-2cg + b*=z0 

zu beachten, welche sich aus («.) ergeben. Es sei der gröfste gemeinschaft- 
liche Theiier (#) von a und b von der Einheit verschieden. Nach (o.) gebt 
# in mf und 2mg, folglich in dem gröfsten gemeinsamen Maafs dieser Zah- 
len (m) auf, ist also prim gegen f; daher geht & in c auf, was ans (4.) 
folgt, folglich ist m durch #* theilbar (wegen der ersten Gl. («.)), also ad 
und bd ebenfalls (wegen der beiden andern Gl. (*.)); nun mufs &* prim ge- 
gen d sein, da a, b, c, d keinen gemeinschaftlichen Theiier haben dürfen, 

folglich sind a und b durch # 2 theilbar, d. b. die ganzen Zahlen -^, ~ hatten 

noch den Faktor & gemein, während sie relative Primzahlen sind. Da biemit 
erwiesen, dafs a und b prim gegen einander, so folgt aus (a.), dafs a prim 
gegen mf ist 

Dies vorausgesetzt, beruht die neue Theorie auf der folgenden identi- 
schen Gleichung, die sich aus (o.) ergiebt: 

O) {bf~*gf-fJ=:mf\ oder ?-r?J = m/*; wo § = bf-.ag, ri = u 

prim gegen einander sein werden, wie leicht erbellt. Mit Hälfe dieser Glei- 
chung lassen sich nach (n.) die Coefficienten der Kubikform durch £ und tj 
ausdrücken wie folgt: 

la.) = 17, = — 7—, c ji , a = a - 

Man bemerke noch folgende irrationale Form, deren Anwendung die weitere 
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Betrachtung 9ehr vereinfacht. Bringt man den Ausdruck 

jr^^Sy^ri^fiH-ni^) «M <"* Form t+LjJ, 

so wird L = ax> \ 3bx 7 y -f Sexy* -{- dy*, wo n, *, *v <f die obigen Werlhe 
haben, diejenige Kubikform, um deren Bestimmung es sich handelt. Auch die 
andere Form ? spielt in der Theorie der kubischen Formen eine Rolle; man 
kann sie die Adjunclu von L nennen. Die Coefficienlen dieser Form sind 

a — & i-ÖA f _ (gM-^)WMl w_ (g s +3^)|+(3.y 8 +^)^ 

und lassen sich durch #, b, c } d, f, </, h wie folgt ausdrücken: 

a = bf — ag, b = bg — ah, c = df— eg y b = dg — eh. 

Die Form £ ist übrigens auch von Eisenstein bemerkt worden. 

Die Zahlen c und r\ sind nun nicht willköhrlicbe Wurzeln der unbe- 
stimmten Gleichung (c), denn es tritt die Bedingung auf, dafs b, c, d ganze 
Zahlen seien. Zuförderst bemerken wir, dafs c und rf.von selbst ganz sein 
werden, wenn nur b eine ganze Zahl ist. In der That aus^-f £=0 (mod./*) 

folgt (fij + $) a ==0 (mod.Hi d - j - (ff + J)viW)n = (mod./*)? nun 
ist f prim gegen rj (denn ein gemeinschaftlicher Theiler von /, r\ würde § 
messen), folglich ist {g 2 -\-A)ri-\-2g^==.Q (mod./* 2 ), d. h, c eine ganze Zahl. 
— Es ist weiter (j^ + f)((/+^)^ + 2^ö = (mod./*), woraus wie vor- 
her folgt, dafs d eine ganze Zahl ist. 

Wir haben also nur noch die eine Bedingung: „6 ganz" zu berück- 
sichtigen. Diese läfst sich auf eine andere zurückführen. Nach dem in der 
Einleitung angeführten Lemma bestimme man eine Zahl G so, dafs 

0.) G = g (mod. ^, G 2 = J (mod. /*) ; 

da yi?-f § durch f theilbar sein soll, so gilt dasselbe von 6fy-{-& Es ist ferner 

(H^)(£-^) = (^- c V+'*A also nach («.), (£ + «*)(* - ^) dur <* 
f 3 theilbar. Es werden aber /* und f — 6fy relative Primzahlen sein; denn ein 
gemeinschaftlicher Theiler dieser Zahlen würde nach dem Vorhergehenden in 
$-\-Gt] aufgehen, mithin in Gr\, während doch f prim gegen dieses Produkt ist. 
Hieraus folgt £-f-Gfy==0 (mod. /*). Man setze die Zahl links =f l r, nnd 
substituire den sich ergebenden Werth £ in (c); es kommt die Gleichung 

nnd wenn man alle möglichen Wert he t, ij bestimmt, welche dieser Gleichung 

40» 
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genügen und prim gegen einander sind, ferner die entsprechenden $=fh—Gt] 
berechnet, so hat man nach (rf.) alle Kubik formen (a, b, e, rf), welche die 
Form <p = (2mf, 2mg, 2tnA) zur Charakteristik haben. Die Aufgabe ist hie* 
nach darauf zurückgeführt, alle Darstellungen der Zahl m durch die quadratische 
Form 

9 • • • (/*> — G > J% ) 

von der Determinante J zu bestimmen. Es ist übrigens leicht zu sehen, dafs 
diese Form durch Triptication der Form ( f, g, h) von der nämlichen De- 
terminante entsteht 

Die erste Bedingung der Lösbarkeit der Gleichung (/.) besteht darin, 
dafs 4 quadratischer Rest von m ist. Ist sie erfüllt, so vertheilen sich nach 
Gaufs die sftmmtlichen Lösungen in eine endliche Anzahl von Gruppen, die 
zu den verschiedenen Wertben des Ausdrucks a> = ^J (mod. m) gehören. 
Für ein bestimmtes m entspricht eine Gruppe von Auflösungen den simmtlieben 
eigentlichen Transformalionen der Form q> in die Form 

mif der sie eigentlich aequivalent sein mufs. Bezeichnet man ferner mit t , ifo 
eine individuelle Lösung der Gruppe, so erhalt man bekanntlich alle übrigen 
Lösungen dieser Gruppe x, r\ durch die Formeln 

wo H= ~ J und T a -^£P = 1 ist SeUt man noch £ u =/ ,J x — 0%, so 

findet sieb leicht S+ij^J = ($,-{- ti o yjXT-\-UjJ). Die kubische Form Z^,, 
welche der iodividaeilen Lösung entspricht, ist durch die Gleichung 

bestimmt, jede andere durch eine Ähnliche Gleichung, in welcher §, rj, £, L 
statt £,, i^, $,, L stehen. Nach dem Vorhergehenden, ist also 

Setit man, um L zu entwickeln, L li = (a», ©„, <?„, 4,), mithin 

ferner & = («, J, *, 4), so kommt 
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i = a {S T+(b f-a g)ü 
(A) J* = b » TJ c( b »9—««h)U 

i= doT+idof-CoQU. 
Wir haben somit folgenden Sat» erwiesen: 

Theorem. 

„Es sei (f, g, k) eine eigentlich primitive Form von der Determinante J, 
nnd f prim gegen 2m J, ferner G = y (mod. /*), €P = J (mod. /*). Die 
simmtlichen primitiven Kubikformen, welche die gemeinschaftliche Charak- 
teristik 9 = (2mf t 2mg, 2mk) haben , vertbeilen sich in eine endliche 
Anzahl von Gruppen, die den verschiedenen Wnneln der Congruena 
a>* = J (mod. m) entsprechen. Ans einer individuellen Form jeder 
Gruppe (ob* * > Ai* 40 findet man alle übrigen Formen der nämlichen 
Gruppe (a, b, e, d) nach den Formeln (A.), während die Coeffidenten der 
individuellen Form folgende Werthe haben: 

«ü — ^ü^ 0o = — t? — * Aj = ■ — jr * 



^ ^ (f M-^)f«+(V+^)li 



ist So = f\— (*Vo<> ood t , % sind beliebige Wursein der. unbe- 
stimmten Gleichung 

f*r>--2GTT,+¥=±Ti* = m, 

prim gegen einander und ans derjenigen Gruppe von Lösungen, die man 
betrachtet, die also einem bestimmten Werth von io = ^J (mod. m) 
entsprechen." 
Wir haben uns nun mit der Klassification der Formen (/) (a, b,c,d) 
au beschäftigen. Nach dem Obigen kann man 

setaen, so dafs /*= L ist, wo £, 17 ihre obige Bedeutung behalten. Man er- 
halt alle mit L eigentlich Äquivalente Formen von derselben Charakteristik <p, 
wenn man L durch alle diejenigen eigentlichen Substitutionen transformirt, 
durch weiche <p in sich selbst Obergebt. Durch diese Substitutionen gebt offen- 
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bar auch die Form (f,g,h) in sieb selbst Aber; die Substitution ist also 

x = {T-gV)x'-hUy\ y = fUJ+iT+gUtf, 
wo T, U ihre obige Bedeutung beibehalten. Hienacb findet sich 

folglich geht i+Lp über in -L{f x +y r + y yjf(§ +,y^)(T+ V^äf, 
d. h. in ($-\-Lj/J)(T-\~Ui/J)\ Wir haben also folgenden Salz bewiesen: 

Theorem. 

„Es sei f ... (a, b, c, d) eine Kubikform mit der Charakteristik 
<p . . . (2i/i/^ 2mg, 2mh), wo (/*, ^ h) eine eigentlich primitive Form von 
der Determinante 4. Man findet alle mit f eigentlich Äquivalente kubische 
Formen mit der nämlichen Charakteristik y , nämlich f . . . (a\ b', d, d') 
nach folgenden Formeln: 

a' = *T' + (bf- ag) U' 

b' = iT' + (ig-mk)U' 

c' =- cT'+(ßf—e§)U' 

d' = dT'-\-(dg-ck)U', 

wo T'-f U'yj = (T-f tfy^; 3 , und T, 17 alle möglieben Wurzeln der 
unbestimmten Gleichung T 2 — JU 2 = 1 sind." 

Vergleicht man diese Formeln mit (A.), so ergiebl sich, dafs eigentlich 
äquivalente Kubikformen mit derselben Charakteristik nothwendig derselben 
Gruppe angehören, so dafs also Formen ans verschiedenen Gruppen auch 
verschiedenen Klassen angehören. 

Um nun die Formen derselben Gruppe so klassificiren , unterscheiden 
wir folgende Fälle: 

1°. Ist 4 ein Quadrat , so enthält die Gruppe (A.) nur zwei Formen 
(«,,*oi Ai»40 and (— ao, — *o> — <\>* —di>\ da die Gleichung TT— 4UU=\ 
in diesem Falle nur die beiden Wurzelpaare T=+l, 17=0 zuläfst. Diese 
Formen bilden eine Klasse, da die eine in die andere durch die Substitution 

(~0,'_?) über « ehL 

2°. Ist 4 negativ, so gilt dasselbe. In dem Falle J=—\ jedoch 
kommt noch die Lösung T = 0, 17= + 1 hinzu, aber die 4 Formen, welche 
die Gruppe nun enthält, constitoiren wiederum eine einzige Klasse, denn für 
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T=0, l/=±l kommt T'=^0, 17' = +1, weshalb die betreffenden For- 
men nach dem vorhergehenden Theorem eigentlich Äquivalent sind. 

3°. Ist J endlich positiv, so läfst sich erweisen, dafs die unendlich 
vielen Formen derselben Gruppe drei verschiedene Klassen constituiren. 

Um dies zu zeigen, werfe man aus (A.) zunächst alle die Formen aus, 
welche durch Veränderung aller Vorzeichen anderer Formen entstehen, was 
darauf hinauskommt, T als positiv zu betrachten. Sind nun /, u die kleinsten 
positiven Wurzeln der Gleichung TT— J U 17=1, verschieden von T=1, 
17 = 0, so erhält man bekanntlich alle übrigen Wurzeln durch die Formel 

wo l jede beliebige ganze Zahl zwischen — oc und -f sc bezeichnet. Be- 
deutet nun L {) die Grundform der Gruppe, während L, V zwei andere For- 
men derselben, so hat man 

L = L T'-fft, U\ «' = fc, T' + L U JU', 

und hieraas folgt ' 

LT' + W = L'T+i'ü, W+LJW = VT+L'JU, 

also dnrch Elimination von ?': 

L' = L{TT'-JUU')-\-%{TU'-VT'), 

d. b. wenn die Formen («AM); {a'>b',J,d') den Werthen T, U; T, V 
ihrer Gruppe entsprechen, so kann man die eine Form durch die andere so 
ausdrucken : 

tl = aT" -f- (bf— ag) U" 

b' = 6T" + (bg-ah)U" ' 

<? = cT" + (df-cg)U" 

d' a dT" -f {dg - eh) U", 

so dafs T"=TT'-JUÜ' und Ü"=TÜ'-UT' ist. Macht man nun 

so kommt 

Sollen die betrachteten Formen eigentlich Äquivalent sein, so mufs nach dem 
obigen Theorem T"-\U"}U die Form {t + uy'J'f* haben, und umgekehrt, 
also kommt l' — l^= 3p. Hieraus ersieht man leicht, dafs die Formen der- 
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selben Gruppe in der That 3 Klassen eonstituiren; die Repräsentanten derselben 
erblk man ans (4.), wenn man T-f Uyj=(t-\- u^d) 1 seist, nnd Uhr X ir- 
gend drei nach dem mod. 3 iaeongruente Werthe nimmt, z. B. 0, 1, 2. 

Theorem. 
„Alle Knbikformen mit derselben Charakteristik (2mf, 2mg, 2mA), 
die eine Gmppe bilden, eonstitoiren drei Klassen, wenn J =i^—fh 
positiv und nicht quadratisch ist, in den übrigen Fallen eine Klasse/' 



Wir kommen nun ta dem zweiten Hauptfalle. Die aufzulösenden Glei- 
chungen sind hier 

b 7 — ac = mf, bc — a4 = mg, c 7 — bd — mA. 

Man darf f prim gegen 2mJ nehmen ; dafs alsdann f prim gegen 2g, a nnd 
b prim gegen einander, nnd a prim gegen mf, wird wie oben bewiesen. Statt 
der Gleichung (c.) kommt 

?- v 2 J = Amf, § = 2bf-ag, * = «. 

£ und Tj werden keinen ungeraden Faktor gemein haben, und entweder beide 
gerade, oder beide ungerade sein, wie leicht erhellt Für die Coefßcienten 
der Knbikform erhalt man die Werthe: 

Ä _„ b — 32+1 c — 1£±^1±M. 
m=nj, o = g : , c rif-J , 

*— J W ' 

oder auch, wenn die Form mit L bezeichnet wird, so ist 

Ist b ganz, so werden e, d ebenfalls ganze Zahlen sein« Denn 

W+W)V)V = (med. 4/«); 
wenn also rj ungerade, so ist c eine ganze Zahl, wenn aber tj gerade, so ist 
der Faktor von 17 links sowohl durch 4, als auch durch f* theilbar, mithin 
durch 4f\ also e wieder ganz. — Ferner 

((/+^)fl+(V+^)Ofl = («od. 8/»), 
also d ganz, wenn 17 ungerade; wenn aber 17 gerade, so folgt dasselbe, da 
der Faktor von 1? links dann durch 8 theilbar ist. 
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Nach dem Lemma der Einleitung kann man G so bestimmen, dafs 
GsEi(mod.2/), £ 2 = </(mod.4/*) ist, und S+Gri mufs durch 2/ theilbar 
sein- Man hat ferner (£-f 6fy) (§ — Grj) = (J — G 2 )^ 2 = (mod. 4/*> Ist 
nun erstens rj gerade, so folgt leicht, dafe f prim gegen § — &], also §-\-Grj 
durch /* theilbar ist; die letzte Zahl ist aber ungerade, folglich £-f Gij durch 

2p theilbar. In diesem Falle ist (^) % — ^(f-)* = **P ungerade, folglich 

-~-f^2 ungerade. Hetzen wir also £-f Gtj=^2f\ so ist r ungerade, mit- 
hin prim gegen rj. — Ist zweitens ij ungerade, so kommt 

*(H«9)-*tf-«9) = (mod./*), 
und da leicht zu zeigen, dafs f prim gegen den zweiten Faktor, so kommt 
i(f+ fify) = (mod. /*), also wie vorher l-ffify = 2/*t, so dafs t prim 
gegen 17 ist. Statt der Formel CfJ) erhält man so die folgende: 

2/"«*— 2<^+2-£^4* = 2«i, £ = 2f>T-Gri, 
wobei zu bemerken, dafs 

eine uneigentlich primitive Form von der Determinante J ist. Die Coeflicien- 
ten der Form $ werden 

a = 2bf—ag, h = bg — 2ah, c = 2df—cg, *=;dg — 2ch. 
Das dem ersten Theorem entsprechende lautet nun wie folgt: 

Theorem. 
„Es sei (2f,g,2h) eine uneigentlich primitive Form von der Deter- 
minante J, und f prim gegen 2md, ferner G = g (mod. 2/), €P = d 
(mod. 4/* 3 ). Die sämmtlichen primitiven Kubikformen, welche die gemein- 
schaftliche Charakteristik #> = {2m f, mg, 2mh) haben , vertheilen sich in 
eine endliche Anzahl von Gruppen, die den verschiedenen Wurzeln der 
Congruenz (o 7 = J (mod. 2m) entsprechen. Aus einer individuellen Form 
jeder Gruppe (Hu, 6 , c , 4>) fi° del man a " e übrigen Formen der nämlichen 
Gruppe (a,b,c ß d) nach den Formeln: 

2a = aoT+Wj-a^ü 

(h! -\ l %h = *° T + (bo * ~ 2M) ü 
10 { 2e = CuT+(2rf /--^)r 

2rf= 4,T+(^-24? A)ü, 
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wo T, ü alle Wurzeln der unbestimmten Gleichung T* — JU 2 = 4 be- 
deuten, wahrend die Coeffioienten der individuellen Form folgende Werthe 
haben : 

«fc — Voi °o — 2/ — ' ° — 4/*^ ' 

rf ,„. (f a +Mh>+(V+^)li . 

Hier ist £,= 2/*t — Gfy 0# und t 09 170 sind beliebige Wurzeln der unbe- 
stimmten Gleichung 

2/V- 2^+2^=^V = 2m, 

prim gegen einander und aus derjenigen Gruppe von Lösungen, die man 
betrachtet , die also einem bestimmten Werth von a*=^J (mod. 2m) 
entsprechen/' 
Da ferner die Form (2f,g,2k) in sich selbst übergeht durch die eigen!» 
lieben Transformationen 

x = \(T-gü)x'-hüy> } y =/#*'+ i(T+^l7) y ', 
so gelangt man Ähnlich wie Oben zu dem folgenden 

Theorem. 
„Es sei f ... (a, b, c, d) eine Kubikform mit der Charakteristik 
q>... {2mf,mg y 2mh), wo (2f,g,2h) eine uneigentlich primitive Form 
von der Determinante J. Man findet alle mit f eigentlich Äquivalente kubi- 
sche Formen mit der aimlieben Charakteristik <p, nämlich f . . . («', V, cf, d f ) 
nach folgenden Formeln: 

%d = *T'-\-(2bf-ag)U' 

2b' = bT'+(bg-2ah)U* 

%e = cT -j- (2df— eg) U' 

2<T= dT' + (dg-2ch)U f 

wo T f -f-^V^ = 2(-f + -f^)\ und T, U alle möglichen Wurzeln 

der unbestimmten Gleichung TT — JUU=:4 sind/ 9 
Um die Formen derselben Gruppe zu klassificiren, sei 
1°. J ein Quadrat Dann hat die Gruppe nur zwei Formen, die in 
ehe Klasse gehören. 

Ist 2°. J negativ*), so ist T = 2, tf=0* # ) für ein beliebiges J; 

*) Man bemerke dafs J nicht » — i sein kann, wegen g* — 4fh = J. 
••) Die Formen, welche durch Veränderung aller Vorzeichen andrer Formen ent- 
stehen, kann man ans der Gruppe auswerfen« 
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T==l, ü= +1 für ^= — 3. Ist nun J nicht = — 3, so hat die Gruppe 
nur eine Form. Ist ^=—3, so bat sie 3 Formen, welche auch 3 Klassen 
constituiren, da die Bedingung 1 ±J=z2(i-\-O.J) z nicht möglich ist. 

3°. Ist J positiv, so findet sich wie Oben, dafs die Formen der Gruppe 
wiederum 3 Klassen bilden, deren Repräsentanten man aus (A'.) erhält, wenn man 

setzt, und für l irgend drei nach dem mod. 3 incongruente Werthe nimmt, 
z. B. 0, 1, 2. Hier sind /, u die kleinsten positiven Wurzeln der Gleichung 

T 2 - JW = 4, 

verschieden von T=2, U = 0. 

Theorem. 
„Alle Kubikformen von derselben Charakteristik (2mf, mg, 2mA), die 
eine Gruppe bilden, constituiren drei Klassen , wenn J =<f — 4/Ä po- 
sitiv und nicht quadratisch, und wenn J = — 3 ist, in den übrigen Fällen 
eine Klasse." 
Da nun die Anzahl der quadratischen Klassen für eine gegebene De- 
terminante endlich ist*), und da zu jeder solchen Klasse eine endliche An- 
zahl von kubischen Klassen gehört, so gelangt man zu dem 

Fundamentahatz. 
„Alle Kubikformen von derselben nicht verschwindenden Determi- 
nante**) zerfallen in eine endliche Menge verschiedener Klassen." 



*) Formen von der Determinante Null ausgeschlossen. 
+*) Wenn die Determinante Null, so ist die Anzahl der Klassen unendlich grofs. 

Berlin, den 6. September 1855. 
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25. 

Einige neue Sfttze aas der Lehre von den 

Combinationen. 

(Von Herrn öttinger.) 



§• 1. 

Bekanntlich führt die Auflösung der Gleichungen des ersten Grades 
mit mehreren Unbekannten auf die Gruppen der Versetzungen ohne Wieder- 
holungen und «war aus so viel Elementen and zur so vielten Ciasse, als Un- 
bekannte vorhanden sind. 

Die Zeichen, . welche den einseinen Gruppen vorgesetzt werden müssen, 
hangen wie bekannt davon ab, dafe man in einer Gruppe der Reihe nach 
jedes einzelne Element betrachtet und seine Stellenzahl mit der eines jeden, 
unmittelbar oder mittelbar folgenden vergleicht So oft eine kleinere Stellen- 
sahl folgt und sich also eine Abnahme zeigt, wird diefs bemerkt Durch die 
Zahl dieser Abnahmen wird das vorzusetzende Zeichen bestimmt. Eine gerade 
Ansah! oder deutet auf ein positive*, eine ungerade Anzahl auf ein ne- 
gative* Zeichen. 

Cramer bat diese Regel in seiner „Introduction a l'anaiype des lignes 
courbes. Gene ve 1 750 pg. 658" suerst aufgestellt, indem er sagt „On donne ä 
„oes termes les signes -f ou — *e!on 1& regle suivante. Quand un exposant 
{Cramer hat die Stellenzahlen oben rechts an die Buchslaben geschrieben) 
„est suivi dans le, mdroe terme, mädiatement ou immädiatement, d'un exposant 
„plus petit quo lui, j'apellerai cela un dSrangement. Qu'on compte pour 
„chaque terme les nombres des dfrangements; s'il est pair ou nul, le terme 
„aura le signe -f? s'H est impair, le terme aura le signe — ." 

Cramer bezeichnet das Folgen einer niedern Stellenzahl auf eine hö- 
here durch das Wort „därangement". Hier soll es durch das was es ist 
„Abnahme" bezeichnet werden. 

Man kann nun dem Gesagten zufolge alle möglichen Paare von Stellen- 
zahlen, welche bei Bildung der Versetzungen ohne Wiederholungen aus n Ele- 
menten zur n*" Ciasse entstehen, unter einander vergleichen und fragen »Wie 
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grofs ist die Zahl aller möglichen darin vorkommenden Stellenzahten- 
Abnahmen, paarweise betrachtet 9" 

Diese Frage wurde im 18"* Bande dieses Journals S. 100 von Herrn 
Prot Stern cor Beantwortung vorgelegt 

In dieser Form ist diese Frage sehr speciell. Sie /soll hier in einer 
allgemeinem, der Lehre von den Combinationen entsprechenderen Form auf- 
gestellt und nicht nur für die Versetzungen ohne Wiederholungen, sondern, 
auch für die Versetzungen mit unbeschränkten und beschränkten Wieder- 
holungen beantwortet werden. 

Bei dieser Frage selbst ist klar, dafs man nicht nur J* zwei, sondern 
auch je drei, vier u. s. w., Oberhaupt je h, unmittelbar oder mittelbar auf 
einander folgende Elemente, welche Stellenzahlen- Abnahmen zeigen, unter 
einander vergleichen und nach ihrer Anzahl fragen kann. 

Die Beantwortung der Frage wird aber durch Umkehrung sehr erleich- 
tert« Verfolgt man nämlich die einer bestimmten Ciasse von Versetzungen 
zugehörigen Gruppen nach einer Richtung hin, etwa von der Linken zur 
Rechten, so kann man den Stellenzahlen ihre natürliche Ordnung des Zuneh- 
mens lassen, je zwei, je drei und mehr Elemente unter einander vergleichen 
und fragen „wie grofs ist die Anzahl derer, in welchen je zwei, drei u. s. w. 
überhaupt je h hinter -einander folgende Elemente eine Zunahme (unmit- 
telbar oder mittelbar) zeigen?" 

Ist diese Frage gelöst, so ist es, wie leicht zu sehen, auch die oben 
vorgelegte, denn sie ist die umgekehrte von der eben aufgestellten, da die 
Stellenzahlen- Abnahmen (dörangements) sich ergeben, wenn man die Stellen- 
zahlen der nftmlichen Gruppen nach der entgegengesetzten Richtung hin ver- 
gleichend verfolgt. 

Ferner ist zu bemerken, dafs die in oben genannter Form (Bd. 18 d. 
Journ.) aufgestellte Frage von der speciellen Voraussetzung ausgeht, dafs die 
Versetzungen aus n Elementen gerade zur n ten Classe gebildet werden. Diese 
Beschränkung ist aber aufserwesentlich und daber zu entfernen. 

Hiernach sind nun folgende drei in das System der Combinationslehre 
gehörige Probleme zu beantworten. 

(1.) Die Versetzungen ohne Wiederholungen aus n Elementen 
werden zur p Un Classe gebildet. Wie grofs ist die Anzahl der Stelten- 
zahlen- Zunahmen oder Ahnahmen, wenn je h unmittelbar oder mittelbar 
auf einander folgende Elemente verglichen werden? 
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(2.) Die Versetzungen mit unbeschränkten Wiederholungen aus 
n Elementen werden zur p i€n Ciasee gebildet. Wie grofs ist die Anzahl 
der Stetlenzahlen -Zunahmen, wenn je h unmittelbar oder mittelbar auf 
einander folgende Elemente verglichen werden? 

(3.) Die Versetzungen mit beschränkten Wiederholungen aus p 
Elementen werden zur p Un Classe gebildet. Wie grofs ist die Anzahl 
der Siellenzahlen -Zunahmen, wenn je h unmittelbar oder mittelbar auf 
einander folgende Elemente verglichen werden? 

Bei Bezeichnung der so eben aufgestellten Probleme soll die Bezeich- 
nungsart meiner Combinationslehre zu Grund gelegt, die Anzahl der Stellen- 
zahlen-Zunahmen durch Beisetzung des Buchstabens z (Anfangsbuchstabe des 
Wortes Zunahme) angedeutet und die Anzahl der verglichenen Stellenzahlen 
(A) in die Klammer und vor die Elemente gesetzt werden, so dafs die so 
eben in 1—3 aufgestellten Probleme der Reihe nach durch folgende Symbole 
sich kurz so darstellen: 

(4.) Pz[h; a n <h, o, ... «„]' 

(5.) P'z[h; a 19 02, Os ... a n f 

(6.) Pz[h; (*)% (*,)', (o,)% («J* ...]'. 

In (4.) und (5.) ist h^p, p< n; in (6.) bezeichnen q, r, s . . . die Wie- 
derholungen des eingeklammerten Elements und es ist 

f + r+#+l.*. = p, 

worin einzelne der Zahlen q, r, s, t . . . auch die Einheit bedeuten können. 

§• 2. 
Bestimmung der Anzahl der Stellenzahlen -Zunahmen bei den Versetzungen ohne 
Wiederholungen aus n Elementen zur pien Classe für h Elemente oder 

P*[h} a tJ Oj, a % ... o«] p . 

Werden die Versetzungen ohne Wiederholungen aus den Elementen 
a n o?, <i 5 , ... a„ zur p 1en Classe gebildet und verfolgt man die Elemente 
jeder Gruppe von der Linken zur Rechten, in welchen je zwei, drei u. s. w. 
aberhaupt h, unmittelbar oder mittelbar auf einander folgende Stellenzahlen 
nach ihrer Zunahme betrachtet werden, so zeigt sich leicht, dafs die auflösen- 
den Gruppen mit den Verbindungen ohne Wiederholungen aus n Elementen 
zur zweiten, dritten u. s. w. überhaupt zur h Un Classe zusammen fallen. 

Am Einfachsten verdeutlicht sich diefs an einem besondern Falle. Sind 
die Versetzungen ohne Wiederholungen aus fünf Elementen (a^a^^Oy ,4t,at) 
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aar 4*" Classe (im Gänsen 120 Gruppen) gebildet and soll in denselben die 
Anzahl der Stellenzahlen-Zunahmen bestimmt werden, wenn je zum Elemente 
in Betracht kommen, so haben nur die zehn folgenden Gruppen 

«1*2* «IÖ,, «J*#1 *l*i1 «2*31 «h«4l *2«61 «S* 1 ^ Äj«6* <*♦** 

die Eigenschaft, der Aufgabe zu genügen. Keiner von den übrigen Ver- 
setzungs- Gruppen zu zweien aus fünf Elementen kommt diese Eigenschaft zu. 

Die vorstehenden zehn Gruppen sind aber offenbar die Verbindungen 
ohne Wiederholungen aus fünf Elementen zur 2 teA Classe oder C(n, , Oa . . . <hf. 

Die Zahl der Gruppen, welche also in der vorliegenden Frage bei h 
auf einander folgenden Stellenzahlen -Zunahmen die Auflösung zu bewirken 
vermögen, ist hiernach 

So oft nun eine der auflösenden Gruppen in den Versetzungs- Gruppen zur 
j»** Classe auftritt, ist der vorkommende Fall in Rechnung zu bringen. 

Hält man eine der auflösenden Gruppen (z. B. a,, a?, <h • • • a O f e8t « 
so nimmt sie h Stellen unter p vorhandenen ein. An den übrigen (p — h) 
Stellen können sich also noch (n — h) Elemente zeigen und unter sich alle 
möglichen Versetzungen ohne Wiederholungen zur (p — h)*** Classe bilden. 
Die hiedurch bedingte Versetzungszahl ist 

(ii _A)p-*i-i = (n-A)(n--A-l)(fi-A— 2) ... (n-/>-fl). 

Durch sie gehen aus jeder Versetzungsgruppe, in welcher sich eine der auf- 
lösenden Gruppen zeigt, in Verbindung mit N°l. 

(2.) (n Ä )x(n-*r ÄM 

= " (W ^ )( ^ 2 3 ) ;;; ( ;~^ ... (*-/>+d 

._ n(u—t)(n—2)...(n — p+l) 

1 .2.3 . • • h 

auflösende Fälle hervor. 

Wahrend diefs geschieht, dürfen aber die einzelnen auflösenden Grup- 
pen die Reihenfolge ihrer Elemente nicht ändern, damit sie ihre auflösende 
Eigenschaft nicht verlieren. Sie können indessen mit Beibehaltung der ihnen 
inwohnenden Ordnung alle möglichen Stellungen auf p Stellen einnehmen. Die 
Anzahl der weiter hiedurch erzeugten Fälle ist nach §. 41 N". 120 meiner 
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Combinationslehre 
(3.) Z[,; «„ «,,... a h f - (,)* - ^(p-l)( f j|) ;:; (/>-Hl) , 

denn sie fallen mit der Zerstreuung Von h Elementen in p Fächern oder p 
Stellen bei unveränderter Ordnung zusammen. 

Die- Anzahl der in Frage stehenden Gruppen ergiebt sich sofort aas 
der Verbindung von N" 2 and 3. Hiernach ist die Anzahl der Stellenzahlen- 
Zunahmen bei den Versetzungen ohne Wiederholungen aus n Elementen zur 
/»"" Classe für h auf einander, unmittelbar oder mittelbar folgende Elemente: 

(4.) Pz[h, «, «, . . . «]' = (p) h X (n) h X (» -Ay-*-' 

p(p—l)...(p— A+l) ., n(H—i)(n— 2)...(n— p+i) _ ',_, »pM 

= OT71 x 1.3.*...* <rt»-pir 

für A < /> and f> ^ n. Ist p = n, so erhalt man 

(ö.) Pz[hf «,«,... «]" « (*) Ä .-pjr 

Fär den speciellen Fall, wie er im 18. Bd. d. Journ. aufgestellt ist, entsteht sofort 
(6.) P*[2; «, ii,, .... «]• = ^=^ •(n-l)(n-2)...4-8. 

Besondere Fälle bestimmen sich nun leicht and bestitigen die Richtig- 
keit der aufgestellten Formein. 

So ist die Anzahl der StettenzakUn-Zu- oder Abnahm** ans 3 Ele- 
menten zur 3**, ans 4 Elementen znr 4"* Classe n. s. w. , wenn nnr zwei 
Elemente in Betracht kommen nach (4.) oder (5.) 

P*[2; «,«,«]* = £§.3 = 9 

Aß;«,«,«,*]* = Tri' 4 - 3 = 72 

AP;«,«,...«] 1 "— £1.5.4.3 = 600 

u. s. w. , wie dies auch in dem oben angeführten Bande angegeben ist. Korn» 
men je drei Elemente in Betracht, so ist 

Ar[3; a n «,« «b» **T — Jjj«4 = 1« 
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u. s. w. Bei 6 Elemeolen in der 4 ten Classe wird bei 2 and 3 SteUenzablen- 
Zu- oder Abnahmen: 

" A[«;^,^...^r "IT-^TT^ = 1080 

Die Werthe, welche aus dem Ausdrucke N ro 4. hervorgeben, hängen 
von der Ciasse (/?), der Elementen - Zahl (#i) und den Stellenzahlen - Zunah- 
men (h) ab und zeigen Eigentümlichkeiten, die Beachtung verdienen. 

Wachst p (die Classe) bei unverändertem n und h, so werden, wie 
leicht au erkennen ist, die Gruppenanzahlen wachsen, denn aus der Verglei- 
chung von 

(A»)*--jTEir ond (j>+i) A — j^— 
folgt nach deo nöthigen Veränderungen 

(7.) !<.-,+-*, 

als Uebergangsgesetz von einer Gruppenzahl auf die nachfolgende. 

Da p hier nicht gröfser als n — 1 werden kann , so deutet dies auf 
ein Wachsen. Das Umgekehrte, ein Fallen, kann nicht eintreten. 

Wächst n bei unveränderlichem p und h, so tritt derselbe Fall ein, 
denn aus der Vergleicbung von 

(/0*-pjr- und (/»)* jaii 

folgt 

(8.) n+K n + /> + l. 



Dies deutet ein Wachsen an. 

In beiden Fällen bleibt h unverändert. Wächst p und n gleichzeitig 
bei unverändertem h, so müssen die Gruppenzahlen in verstärktem Maafse 
wachsen. 

Anders stellt sich die Sache, wenn n (Elementenzahl) und p (Classe) 
unverändert bleibt und h wächst. In diesem Falle wird ein Maximum ein- 
treten, h kann dann alle Wertbe von 1 bis p durchlaufen. 

Zu dem Ende ist es am Einfachsten, die Werthe dreier auf einander 
folgenden Gruppenzahlen für (A— 1), k und (A-f-1) unter sich zu vergleichen. 
Es mofs dann sein 
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Hieraus entflieht 



r<n * ^ P-k+i ^ (p-h+i)(p-h) 



Aus den swei ersten Gliedern folgt nach den nöthigen Veränderungen 

aus den zwei leisten 

(A + 1)(A+2)>, + l 
und aas beiden 

(10.) *(A+l)<,-f-l<(A+1)(A+2). 

Hiernach wird ein Maximum bei wachsendem h und unverändertem p und n 
eintreten, wenn die Versetzungsciasse (p) zwischen den Grenzen von A(A-j-l) 
und (A-f l)(A-j-2) liegt und dann wird die A te unter allen möglichen (p) 
Gruppenzahlen ein Maximum sein. 

Die niheren Bedingungen hiefflr sind folgende: 

a) Ein Maximum tritt erst von der 6"* Gasse an ein, wie diefs aus den 
swei ersten Gliedern von (9.) folgt 

6) Bei den Versetzungen von der 6 ten bis zur ll teu Gasse ist die zweite 
Gruppenzahl (4 = 2), von der 12 le " bis zur 19 teB ist die dritte (A = 3), 
von der 20*"" bis zur 29"" ist die vierte (A = 4) u. s. w., von der 
[ACA+l)] 1 " 1 bis zur [(A+l)(Ä + 2)— l] twl Classe ist die A te Gruppenzahl 



c) Die 5% 11*% 19", 29 itt u. s. w. [Ä(A-f-l) — l] le Classe bat zwei gröfete 

und gleiche Gruppenzahlen. 
ä) Ein Minimum tritt ein, wenn h = p wird. 

Bildet man hiernach die Gruppenzahlen zur 6 f " Classe aus 6 Elementen 
für 1, 3, . . . 6 Stellenzablen- Zunahmen, also für 

so erhalt man aus (4.) der Reihe nach folgende Zahlen werthe : 
4=43*1» 4 = 5400, 4=2400, 4 = 450, 4 = 36, 4=1. 

Für die Versetzungen zw 5"* Classe aus 6 Elementen ergeben sich 
für l v 2 3, 4, 5 Stellenaahlea - Zunahmen der Reihe nach folgende Werthe: 

4«=3600, 4«8«00 l 4 = 1200, 4=150, 4 = «, 
wodurch sieh das oben Besagte kestiiigt 
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§. 3. 

Besiinmung der Ansaht der Stellenzahlen-Zunabmen bei den Verseilungen mit Wieder- 
holungen aus n Elementen cur p ten Classe für h auf einander folgende Elemente 

oder Pz[h; «,, o,, ... «r w _p. 

Auf ganz gleiche Weise, wie im vorigen Paragraphen, wird die An- 
zahl der Stellenzahlen-Zunabmen bei den Versetzungen mit Wiederholungen 
bestimmt. Auch hier fallen die auflösenden Gruppen mit den Verbindungen ohne 
Wiederholungen aus n Elementen zur A ten Classe zusammen. Ihre Zahl ist 

(i.) Cy[öi, a 2 ,... a H \ — (n; Ä = 12 3 — h 

Jede dieser auflösenden Gruppen kann auf p Stellen 

14.) Alp; a t , (h,...a h \ = (p) h = 1.2.3... A 

sich zeigen und mit ihr können sieb in jeder Stellung die Versetzungen mit 
Wiederholungen aus n Elementea zur (p — k?* n Classe (auf allen übrigen 
Stellen), also 

(3.) P'[m 13 *„...*.¥-* = n?~ h 

▼ereinigen. Die gesuchte Gruppen -Anzahl für die StellenzaUen - Zunahmen 
ist daher aus (10, (2.)* (3): 

(4.) Fz[h; « 19 a,, ...O.Y = (P)h-(n) h .n*>- h 

= P(P-V -(*-* + <) n(n-i)...(n-/i+i) ^_ h 
1 .2 .. . A 1 .2 ... A 



für &^p nnd p<Ln. Ist p = n, so wird 

(5.) F*{h } «„«,, ... «.]- = (n)^»«)>.n''-*==( w(w "- < < ) ;-- (w 7* +<) ) , -« p -^ 
So ist 

i"«[8;««,*,...«.r — rrJ-ro" 4 = M 

P**[4; O,,*!,,...^] 4 = 1.1.1 s=r 1 

l"*[2; « n a„ a„ a 4 ] J = j^'O* 4 ■* 72 

U. 8. W. 

42 • 
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Wichst n bei unverändertem p und h, so müssen auch, wie sich leicht 
zeigt 9 die hieraus sich ergebenden Gruppenanzahlen wachsen. Dasselbe gilt, 
wenn p bei unverändertem n und h wichst. Um so mehr müssen daher die 
Gruppenzablen wachsen, wenn bei unveränderlichem h die Elementenzabl (n) 
und Classe (p) wichst. 

Wichst h bei unverändertem n und p, so leitet sich die nächstfolgende 
Grappenzahl A x aus der vorhergebenden A nach der Formel (4.) auf folgende 
Weise ab: 

OJ A, — A. (Ä + 1)i n 

Diefs deutet bei wachsendem h auf ein Fallen. 

Hieraus folgt, dafs bei unveränderlicher Classen- und Elementen - Zahl 
(p und n) und wachsenden Stellenzahlen -Zunahmen (h) die Gruppenzahlen 
abnehmen. Es entsteht ein Maximum für A = l, ein Minimum für A-|-l=/r, 
wie sioh dies an den vorstehenden Zahlenwerthen zeigt. 

§. 4. 

Bestimmung der Anzahl der Stellenzahlen -Zunahmen bei den Versetzungen mit 

beschränkten Wiederholungen aus p Elementen zur p lea Classe für k unmittelbar 

oder mittelbar auf einander folgende Elemente oder 

Pz[h ; (« t )7, («,r, Kr ...f. 

Auch hier ist der Entwicklungsgang derselbe wie früher. Es ist je- 
doch zu bemerken, dafs der Classenexponent und die Zahl der Elemente der 
einzelnen Gruppen einander gleich sein müssen, und dafs also ist 

Nennt man die Zahl der auflösenden Gruppen A h , die Anzahl der Siellungen, 
welche sie auf // Stellen einnehmen können 

_ p(p—t)..*p—h+i 
{ '' )h — 1.2.3... A ' 

so missen diese Anzahlen noch mit den Versetzungen mit beschrinkten Wie- 
derholungen verbunden werden, welche aus den übrigen {p — h) Elementen 
zur {p — A) ten Classe gebildet werden können. Jede Gruppe mnfs hiebei durch 
die entsprechenden Fakultiten dividirt werden, welche durch die beschrinkten 
Wiederholungen bedingt sind. 

Aus diesen Bemerkungen ergiebt sich nun folgendes Symbol zur Dar- 
stellung der gesuchten Gruppenanzahl für die Stellenzahlen-Zunahmen (S. Com- 
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binationslehre §. 9) 

(1.) Pz[h; (*,)*, («,)', (aj (aj . . .] p 
— A (n\ (P -*)*-* 1 - 1 _ A P(P-i)(p-*) ■■. 3.2.1 

Die Darstellung des Zahlenausdrucks fOr J A bildet hier die Hauptauf- 
gabe. Sie beruht auf folgender, aus den Combinationen bekannten Zerlegung: 

(2.) C(a M Ä 2 , •.. Ä«, «n+H «I.+2, .-• «»+m) A 

= C(a M r/ 2 , ... i^-fC^, *2, ... • m ) h ~ l C{a n + l , . .. «„+J 1 
-fC^o,,... a„) A ^C(a II+l ,...ii II+m ) 2 + — + €(«!, «*, ....äJ'C^,,...«^)' 1 - 1 

und 

(3.) CK, «j, ... a n+1 , a n+m ]* 

= (»)a + (»)*-i («)i + ( »)*-» («X • • • (n) 2 (m)±+ + (n) l (ro)^ -f (m) h 
unter der Bedingung, dafs h<^_n und h^m. Ist n<A oder w<A, so 
fallen bestimmte Anfangs- oder Schlufsglieder weg und die Reihe ist nicht 
mehr vollständig. 

Werden nun diese Bemerkungen auf besondere Fälle angewendet, so 
ist zu bemerken, dafs statt einfacher Elemente, wie (2.) und (3.) voraussetzen, 
Wiederholungen derselben eintreten, die durch die oben angeschriebenen Ex- 
ponenten angezeigt sind. Es mflssen daher die Wiederholungsexponenten 
statt der Einheiten in (2.) und (3.) in den Calcul aufgenommen werden, da nach 
der Natur der Sache die wiederholenden Elemente um so viel mehr auflösende 
Gruppen hervorbringen, als der Exponent Einheiten enthält. 

Geht man nun die einzelnen Fälle durch, so erhält man folgende auf- 
lösende Gruppen bei einem, zwei, drei, vier wiederholenden Elementen: 

(4.) A h = £[(<*,)*, «*,... a^f 

_ n(n— l)...(n— ^-2) n( n — l)(w— 2) ... (n— A+l) 
~ f ' 1.2...(A— 1) "» 1.2.3...A 

A h = CIW, («O r , «*, *♦, • . • o«+*] h = C[i*i)% (*) r ] l C[«,, n 4 , . . . a^l*- 1 

A h = CK^)', («J% («,)', *, a 5 , ... *„+,]' = C [(ii,)', («,)', (#,)' ]*C [* 4 , a 5 , ... «„+,]*-* 
+ C[(a 1 )',(Ä 2 n(« J )TCl« 4 ,« $ ,...« n+ ,l^ 2 ... C[*, #*,... **J*' 
= (f + r+t^Cii^ + Cfr+f^f r#)(n} Ä _. 2 +fr#(ii) A ^ + (») Ä 
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4k = C[(*)*, (*)% («*)% («lA «6, *6, • • «„+4]* 

= (f+r+#+0(»)»-i+(fr+ft+fl+rf+f*+J<)(«)^ 
+ (frt + frl+ ?**+ r*0(*)*-s + ^'(»)a-4+(*)a 

u. s. w. Hieraus llfst sieb leicht der Fortgang zu dem allgemeinen Gesetze 
erkennen. Es ist 

(5.) C[(a x ) q \ (*)*, ... (ää)*, « l+I , «*+„ ... «* + nf = ^* 

= <?(fl, »2, • .. f*)*(«)A-i+ C(?ll ?2, ... f*)* (*)*-! + ^(f!, f 2 , ... ?*)' (*)*-* 

-f (~C(y n y 2 ,..-?J* (*)*-*+(*)*• 

Hier dienen die Zahlenwerlhe der Wiederholongsexponenten als Elemente, 
woraus die Verbindungen cur l"" 1 , 2*% 3 ten , . . . A 1 " 1 Classe gebildet und in 
Rechnung gebracht werden mOssen. Für k>k verschwinden einzelne Glie- 
der, h kann nicht gröfser als k-\-n werden. 

Bei dieser Darstellungsweise gelten folgende, sich leicht rechtfertigende 

Sitze : 

(6.) C[(a k )% a 2 , ö 3 , ... ä„ +1 ] a = C[« n -(*A «3, ... *„+,]* 

= C[a M Ä 2 , («b) 7 i «4, ••• *m-i] ä ... = C[a t , äj, ... a„, (o,,^)^ 

C[(a k )% («2)% o>, ... a„ +2 ] A = C[(*)% «21 ("s)% ... «.+*]* 

— C[(«i)% «2, ..'. äi. + ii (**+2) 7 j = C[a„ (*)** (*)'» «ii... «n+tj* — ••• 

u. s. w. Denn die Gruppenzablen bleiben gleich, welche Elemente auch die 
Wiederholungs- Exponenten haben. 

Es lifst sich auch eine zweite Methode anwenden, um die auflösenden 
Gruppen zu zählen, nämlich die, dafs man alle vorhandenen (gleiche und an- 
gleiche) Elemente als ungleich annimmt, hierauf die zugehörigen Verbindungen 
zahlt und dann diejenigen Fälle ausscheidet, welche dadurch entstanden, dafs 
eine bestimmte Anzahl von Elementen, welche ursprünglich gleich waren, als 
ungleich angenommen wurden. So lange A = 2 ist, also im einfachsten Falle, 
giebt diese Methode ein bequemes Resultat. Für A = 3 wird sie schon sehr 
zusammengesetzt, weswegen sie nicht weiter verfolgt wird. Für Ä = 2 ist 

(7.) C[(«i) f \ (*)*, ... («*)*, «k + n «+,, ... a k + m f = J, 

— (* + fi + f« + fs — ?*)* — to— (^)i — (fÄ (?*)*• 

Durch Anwendung des Gesagten erhält man folgende Ausdrücke nur 
Bestimmung der Stellenzahlen-Zunahmen bei den Versetzungen mit beschrink- 



28. Ottinger, zur Combinationalehre. 333 

ten Wiederholungen für h auf einander folgende Elemente: 

(8.) Pz[h; ( Ä1 )', «,, a„ ... a„ +1 ]< + " 

0. s. w. allgemein 

(9.) Pz[h; {md\ (ßd\ • • • .(«*)'*, «* + » <**+*, • • • «*J* + * + * " -,A " r " 
= [C(?i » f» » • • • V*) 1 (»);.-i + C(?n 9*1 - •• ?*)*(»)*-« + C(f t , y„ . . . q k ?(nh-* . . . 

l»i+»t+"-»i+«l | 

Die Reihe der Glieder in der Klammer bricht ab, wenn A — A? = oder ne- 

# 

gativ werden sollte. Hiebei ist zu beachten , dafs (n) = l ist, auch wenn 
n = wird. Aus (7.) hat man für A = 2, 

(10.) P*[2; («/', (a 2 )\ ... («»)* a k ^, u H2% ... a k ^f +q < + ~' q * +n 

Specielle Fälle ergeben sich leicbt. Es ist t. B. aas (8.) ffir ? = 2, r = 3, 
* = 4, A = 1 , 2, 3, 4, 5, 6 der Reihe nach 

Pz[\-, («,)*, (a,) 3 , «,, a«, «,, «ej 9 
= [5 + 4] J Ä : Ä¥-= 272160 



[5-H2.3+6] ^^TO- = 483840 



9 



»P; (*JS («A «.,-•• «.J 
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ft [4; («,)■, («OS«,, ...o.r 
- [5.4 + 8.8.6+1} , Jfi;'^ = 71880 

= iH*3* h™.ü 3 h l ...> = 7808 

P*[6; (a,)*, («,)»,«,, ... a,] 9 

ro qt ll»0* .iJ,2,l Aen 

— ^'^0X0X0 = **• 

Weitere Fälle sind sieht möglich, indem h = k-\-n ist. Aach hier zeigt sich 
ein Maximum. Aus (10.) hat man für den besondern Fall A = 2 

P*[2; («,)% («Ä «„ ... «tf 
= [36-1-3] ^;^ ^ 483840 

wie oben. 

Freibarg im Br. im Hai 1856. 
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26. 

Solution nouvelle «Tun probl&me fondamental de 

Geodäsie. 

(Tiree des manuscrits inddits de C. G. J. Jacobi et communiquäe par M. E. Luther.)*) 



JLie probleme dont je vais traiter est le suivanh 
Etant connues la longueur s d'un arc geodesique, la latitude B* de son 
origine et son angle azimuthal T f ä ce point, determiner la latitode B" 
de Pautre extremite de Parc, son angle azimuthal I™ a ce second point 
et la difference en Iongitnde de ces deux extrömites. 

En appliqnant a ce probleme les series dans lesquelles j'ai developpe les 

fonctions elliptiques on en trouve one nouvelle Solution tres simple, que voici. 
L'excentricitö du märidien terrestre 6tant designe par e, on calculera 

d'abord la latitude reduite /' de Porigine de la ligne geodesique au moyen 

de la formale 

tgr B y^T7)tgB. 

On imaginera ensuite un triangle spherique rectangle P(HO dont Phypotönuse 

soit PO' = y — V et Tun des angles aigus P(VQ=T. On sait que, si 

Ton mene du point P a un point quelconque O" du cöte OQ? de ce triangle, 
prolong6 au besoin, un arc de grand cercle PO'\ on aura toujours PO" et 
P0"O respectivement egaux au complement de la latitude reduite d'un certain 
point de la ligne geodesique et a 1'angle azimuthal de cette ligne au möme 
point. Supposons que le point 0" soit Pautre extremite de Parc s, la marche 
que suivra notre Solution, sera la suivante. 

1. On d&erminera la correction ^/lg* a ajouter au logarithme de Parc 
geodesique s pour avoir le logarithme de Parc de grand cercle WO'; 

2. On calculera dans le triangle spherique POO'\ dont on connait deux 

cfttes P0 = 1 — r et VO" et Pangle compris PO'0" = n- T, le 



*) Dieser Aufsatz Jacob?* sowie der darauf folgende des Herrn K Luther sind 
bereits in den Astronomischen Nachrichten Bd. 41 pag. 210 und Bd. 42 pag. 338 abge- 
druckt worden. 

Journal l d. M. Bd. L1I1. Heft 4. 43 
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n 



troisieme cöte P0"=y-/'\ 1'angle P&'(V= T" et 1'angle OPV', 

que je nommerai to. On choisira pour ce calcul des formales propres 
a donner les valeurs de Ig(/' — /"), lg(l* — T"), lgto exactes dans 
les septiemes deciraales; 

3. On cherchera Ia correction Jo> a soustraire de w pour avoir la diffe- 
rence en longitude que je nommerai X; 

4. On remontera de la difference des lalitudes reduites t— l" a la difference 
des latilndes B'.~B". 

Les calculs du No. 2 sont ceux qu'on employerait (avec des donnees 
differenles) dans l'hypothese de la Terre spherique. Ce sont les seuls calculs 
dans lesquels il faudrait pour quelques logaritbmes employer des tables a 
7 decimales. Tout le reste du calcul n'exige que l'emploi de tables a 5 de- 
cimales. 

Je vais donner a präsent les formules par lesquelles on calcule les 
corrections Jlgs et Ja), et dans lesquelles les logaritbmes sont les logaritbmes 
vulgaires. 

1. Dans le triangle rectangle POO, dans lequel on connait 

PO = £-''* PVO = T, 

on calculera au moyen des formules 

tgy' = cotg/'cosT' 
cos / = cos /' sin T f 

tgl = f. ~ , 

dont la derniere donne une verification des deux autres, les quantites: 

et ensaite sinÄ aa moyen de la valenr 

% B = tfrh)' i'«^^ 117 ) = M985458} 
eofin 

]gq = lg(a8\n 1 B)+b8in*B4-c8in*B, 

lg a = 6,620290, lg A = 7,161 16, Ige = 4,594. 

2. En designant par * 1'arc mesure divise par le rayon de l'equatear ter- 
restre et expritne en secondes, on calcolera 
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\g(p {) = Igs-^-d— fq cos 2 ip' 

l g <p = | g <yO" = Ig/+^8in2y , .9)0---^ 3 8in , 29 , -|-ff 7 co829/.^ a 
oü 

i/ = 0,001 4542, lg/-= 0,54087 

|g^ = 4,92541, Ig h = 0,842, Igt = 6,43 
(t est exprime en unites de la 7^ me decimale). 

(Test cetle valeur de Ig y qu'il faudra connailre pour effectuer le calcul 
du triangle spherique P€tO?\ dans lequel tp est ie edle O f O" On 
voit que cette valenr s'obtient eo ajoatant une correclion ä ig«. L'angle 
(p est donne tei en secondes. 

3. La valeur de IgJw se compose de quanlites connues deja par les calculs 
precedents. En effet nommant C et D les quantites deja calculees, 

C = fgcos 2 (p\ D = yq sin2<p' .<p ü 
on aura 

Ig^co = Ig (cp cos + 7,52410 — ±C-f ±D. 

Ayant trouve par celte formule Ja) en secondes, on a la difference en 
longitude, 

X = o> — Ja*. 

4. Gonnaissant par le calcul du triangle POO' la difference des latitudes 
räduites /' — /" = PO" — PO 1 , on aura la difference des latiludes sur 
la Terre, 

B'-B" = /'- /"+ *sin(/'- /") cos(/' -f- + »sin2(/ f - /") cos2(/'-f /"), 

oü 

lg* == 2,83926, Ign = 9,7620. 

Le probleme dont je viens de donner une Solution nouvelle a ete dans 
ces derniers temps l'objel de soins particnliers de la part de M. Gauss, qui 
en a traite dans differents memoires et en a donne plnsieurs Solutions. Mon 
illustre ami, M. Hansen, a calcule par les formules precedenles l'exemple qui 
sert a M. Gauss pour eclaircir la derniere de ses Solutions (Untersuchungen 
aber Gegenstände der höheren Geodäsie, zweite Abhandlung, Göttingen 1847 
p. 33). Je mettrai ici avec detail la partie de ce calcul qui se rapporte aux 
corrections dues a l'ellipticite du spheroide terrestre. 
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Exemple. 
Ig # = 3,5349945 & = 51° 48' 1" 9294 T = 5° 42'21"7699 

lg tg Jl' = 0,1040765 Ig cos T = 9,9978428 Ig sin T = 8,9974946 

r=5i ü 42'26"16 y' = 38°9'19" 
= 8,89562 lg sin V = 9,98748 Ig cos 2<p' = 9,37 
Ig tg l = 1 ,20950 Ig cos / = 8,78968 
Igtgfl = 1,21095 Igsin B = 9,99918 



Igcosqp' 



lg(tfsin 2 0) 
6sin 2 Ä 
cs\a*B 



6,61865 
0,001444 
4 



lg» = 3,5349945 

d= 0,0014542 

3» «>' = _ 0,0008958 



-C 



Ig? = 6,62010 



gqd\n2<p'.(p n 
— Afsin 2 2<p' 

ig cos 2<p ' . qp°* = 



3,5855529 

0,00001171 

9,00000114 

3 



D 



Igy = Ig 0*0" = 3,5355635 

Le calcul da triangle P€f(T' donne: 

Z"— T" = V 0"5884 w= 8'59"4065 

t—r = 56'55"4716 l'+l" = 102°27'57" 



lg(9P«»/): 
*0 



2,32524 
7,52410 
— 0,000448 
6 



r—r = 56'55"4716 

* sin (/' - /" ) cos (f -j- /") = — 2"4685 
nsin2(/'-/") cos2(/'-K') = - 174 



Ig^/w = 9,84890 



B" 



Ja) 

X=z(o — Ju> 

T'—(T'—T") 

#'-(»' — B") 



B'-B" 

O"7062 
8'58"7003 
5 C 35'21"1815 
50°51' 8"9437. 



56'52"9857 



M. Gaus« troove: 



B" 



8'58"7002 
5°35'21"1815 
50°51' 8"9444. 
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Supposons qu'en partant des mdmes donnees B\ T, s od ait calcule 
les valeurs de B", T", X dans l'hypothese de la Terre purement sphörique 
et nommons ces valeurs B%, TU, V II sera curieux et utile de connaitre 
des formales approximatives simples qoi poissent servir a estimer la grandeur 
des quantites 

B'-B'i, T»-TS n l-K 

ou l'influence qae l'ellipticite du sphäroide terrestre exerce sur la dötermination 
de B", T", l. Ces formales sont: 

B"-B£ = -±*\n2B.* 
T tf -Tü = -*^sinT'.a>* 

^ * cos Bf 

La derniöre de ces quantites s'evanouit pour une latitude d'environ 54°44\ 

En finissant je reonirai les formules par lesqoelles od exprime toutes les 
quantites relatives a une raöme ligne göodösique au moyen des fonctions el- 
liptiques et H> auxqueltes on a Joint les fonctions 

0,(11) = 0(iC_iO, H t (u) = H(K-u). 

Au lieu des deux constantes qui entrent dans la d6termination d'une ligne 
gäodesique, de l'excentricite e et de la latitude B du point oü la ligne touche 
le parallele, on introduit le modale k des fonctions elltptiques (ou son com- 
plement Ar') et un argument constant a, au moyen des formules 

e= J*m\a,W) * cosfl = *'sinam(«,*') 

Ott 

«-^•Ifö. -*-."•» *»=Ä- 

$ 6tant = ^— 1. On aura encore pour la latitude räduite l du point o* la 
ligne touche le parallele 



8ln/ = vv-mf *'"i*-Hfcf 



. , H,(ia) //(«) 
sin co = ' - v ' 
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Metlant pour un poinl qaelconque de la ligne geodesique 

(p' = am(ti), 
et snpposant 

JV == ]/{H(« -[- ia)vÄ(M — »«)}, 

il viendra 

sm T = *5(iT;"ir- » °° 8 r — 5(iy-Tr » * T -i©M77üö 

Sin/» = »,. Toi t < COSf» = ,,,. » ^ . . , tgo = >,. • — =!— • 

Ä,(ia) ©,(«) ' //)(«<*) 6,(1«) ' 8 ©(o) JV 

Pour exprimer toutes les quantites relatives au triangle spherique rectangle 
PO(y par les fonclions 0, H, ß t , H t , mettoos 

(yPO = «/, 
on aura 

//,(«) IT"' C09m ~Tim'-Tr^ [ « m ~ H(ia).H,(H) 
Supposons qu'on eüt construit le triangle POO^ en prenant pour -5 — Püf 

la vraie latitude Bf an lien de la latitude reduite t. Nommant 4,, yd, o>o les 
valeurs que dans ce cas prendraient les quantiles /, (p' t a>', on aura 

C08 '° - UM*.**-) ' **» = ©,(.«) • M(«) 

tot*' = &WiB,M M{h)9 ,(u) 
* ^ «, (m) /r*(ia) * WmJÜhJ ' 

Cette derniere formule peut dtre simplifiee en introduisanl un raodule transforme. 
Enfin, nommant l' la longitude du point auquel repond la valeur 
<p' = nmu), celle longitude etant rapportee an meridien qni passe par le 
point oü la ligne geodesique tooche le parallele, on aura, en supposant 

_ d lg e,(ia) 
da ' 

les formules reraarquables 

sinfi' = **(*•) H ,M 

cos B' sin tt' 4- vi») = e <»HM(H+fr)'+l/(«-fr)l 

T 2//,(,«) ©,(«) 

X ' 2i7/,(ä,)©,(«) 



et de plus 
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• M r.i.(i'+no = eMW«+*)W«-*)\ 

cos/ cos(* + n») = iJZnu) a ' 

Berlin, 1849 Nov. 7. . 
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«7. 

C. G. J. Jacob?» Ableitung der in seinem Aufsätze 
„Solution nouvelle (Tun probläme fondamental de 

G£od£sie" enthaltenen Formeln. 

(Milgetheilt von Herrn K Luther.) 



JLn Vorstehendem habe ich einen Aufsatz JacobVs mitgetheilt, welcher 
eine nene Lösung einer Fandamentat -Aufgabe der Geodäsie und neue geodä- 
tische Formeln enthalt. Ans den mir von Herrn Professor Lejeune - DirichM 
gütigst anvertrauten Manuscripten JacobVs ist es mir gelungen des Verfassen 
Ableitung seiner Auflösung und seiner Formeln herzustellen. Dieselbe ist der 
Gegenstand der vorliegenden Abhandlung. 

Die schon von den bedeutendsten Geometern und Astronomen behan- 
delte Aufgabe, von welcher Jacobi eine neue Lösung gegeben hat, ist folgende: 
„Wenn die Länge eines geodätischen Bogens #, die Breite B' seines 
Anfangspunktes und das Azimuth Y dieses Punktes gegeben sind, die 
Breite B" und das Azimuth T" seiues Endpunktes, so wie den Längen- 
unterschied l beider Punkte zu finden." 

Die von Legendre (Analyse des triangles, traces sur la sarface d'un 
spherolde, Memoires de l'lnstitul, premier semestre de 1806) aufgestellten 
transcendenten Formeln, welche die Auflösung dieser Aufgabe enthalten, sind 
bekannt. Indem Jacobi in diese Formeln statt der elliptischen Integrale die 
elliptischen Functionen einführte und auf diese die in den „Fundamente nova 
theoriae functionum ellipticarum" enthaltenen Reihen -Entwicklungen anwen- 
dete, gelangte er in nachfolgender Weise zu seiner Auflösung dieser Aufgabe. 

Wenn man die Abplattung der Erde mit 1 — j\ — ee bezeichnet, so 
dnfs also nach lfc«*i/'s letzten Bestimmungen lg*s= 8.9122052079 ist, so 
hält man aus der Breite B* die reducirte Breite t durch die Formel: 



tg/' = y\-ee.igB'. 
Stellt man sich nun einen sphärischen rechtwinkeligen Triangie POO vor, 
dessen Hypotenuse P0?=z2-—f und in dem der spitze Winkel P&0= Y 
ist, so ist aus Legendre** Untersuchungen bekannt, dafs, wenn man auf den 
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gröfsten Kreis OQf einen zweiten Punkt O" annimmt und durch denselben 
den gröfsten Kreis PO" legt, das Complement dieses Bogens J*0" und der 
Winkel PWO respective als die redocirte Breite /" eines andern Punktes 
der geodätischen Linie und als das Azimuth T" dieser Linie in demselben 
Punkte angesehen werden können. Die Kenntnifs des Bogens 0*0" genügt 
daher« um durch Berechnung des sphärischen Triangels POOP die Gröfsen 
/" und T" kennen zu lernen. 

Die Gröfse O'0" lafst sich aus dem gemessenen Bogen $ der geodä- 
tischen Linie auf folgende Art bestimmen. Es sei PO =-5 — /und 0& = <p', 

so lassen sich / und <p f durch die Formeln 

cos /' sin T* = cos/ 
und 

cotg/'cosjP = tgy' 

berechnen. Setzt man nun Off 1 = <p'\ so ist der gesuchte Bogen 

welche Gröfse durch Auflösung der transcendenten Gleichung: 

s =Jd(p.yi—e 2 '\-e 2 9in 7 lcoB 2 (p 
r 
(Legendr e Exercices, tome I pag. 180) erhalten wird, die sich, wenn Aan 

-r^— m = isB und esinB = k 

i\ — e % 6 

setzt, auf die Form 

sinß 



s r=Jdq> . |/1 — k 2 sin 9 ff 



sin/ 

bringen lafst, wo k eine bekannte Gröfse und immer kleiner als e ist. In 
diese Gleichung, welche auch 

sknB p dg> . 2 f sin* <p.d<p 

sin/ * ~Jl\-k*iin % <p 'S, yi— k 9 s\n n q> 

geschrieben werden kann, führe man 

l 



KJ 1/ 



dtp 

= x, 



1*J Vi - ft*«j'nV 
wo K das ganze elliptische Integral der ersten Gattung bezeichnet, als Variabele 
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ein, und bezeichne 

r 

•£? I , y r = durch x' 

v" 
~f t dtp durch x\ 

«>' = am und w — am ist. 

^ n ^ n 



and 



so dafs also 



Dadurch erhält man: 



sinfl %K ,__„ _, ,,2Ä /'f, 2/Lr 

sin/ 






x' 



oder, wenn man die Fund. pag. 133 §. 47 gegebene Formel anwendet, 

2Äsinß 2#f 2E , „ „ , * 4a sin 2 x" , o i sin4x lr , ) 

wo £ das vollständige elliptische Integral der zweiten Gattung bezeichnet. 
Die Function q wird durch die Gleichung (Fund. pag. 104 Formel 14) 

lg* = lg4 ] ty-4? + 6flf 2 -^y 5 + ." 

definirt, aus welcher man 

und ferner 

erhält. Zur Berechnung des Äri^yischen Logarilhmns von q hat man dem* 
nach die Gleichung: 

Igvulg? = lgvulg^^ + i^sin'ß^ 

wo A den Modul des Britischen Systems bezeichnet, oder 

lg vulg q = lg vulg (a sin 2 B) -f b sin 2 /? 4" c 8 * n * ^ 

wenn 

lgn = 6,620290, lg* = 7,16116, Ige = 4,994 ist. 

Vernachlässigt man in der Gleichung (1.) die dritten und höheren 
Potenzen von q und bezeichnet x" — x 9 durch x und ±(x"-\-x') durch X, 
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90 erhalt mao: 

2 ML Sil! mm mk\ £mL i r% • t\ -%r i e\ o • ** * v 

— '^t- 8 = -— •— #+8asin#cos22L4-8^sin2d?cos4J£ 

n sin/ ff « ' ' ' ' 

und, wenn man berücksichtig!, dafs für einen gemessenen Bogen x eine kleine 
Gröfse sein wird, 

2A sinß \2K 2E 



<*> ¥-S? # = ^i^~ + 89^s2J!:-i^cos2J:+16^cos4A:J 

Es ist aber nach Fand. pag. HOnnd 111: 

/2A\* 2A 2JB _ ft ( y | 9» | ) 

= 8^(/»){^'-|-2y 2 ' , -j-4/P-|-8^ , -f -.} 
und nach Fand. pag. 106 Formel 34: 

wo p die angeraden Zahlen and q>(p) die Summe der Factoren von p be- 
zeichnet. Ans diesen beiden Gleichungen ergiebt sich durch Sabtraction: 

l£.i£ = i+8Z<p(p){f-i»-b?>-...} 



• • • 



= l+8y 2 — 8^+32^- 

und, wenn man nur die beiden ersten Glieder berücksichtigt, (in den 12 er- 
sten Dezimalstellen genau) 

— — = i + 8q>. 

n n ■ T 

Sobstitoirt man diese Formel in die Gleichung (2.)* so erhält man: 
~j£* = a?{14 8ycos2X-iy^cos2i:+8^+16^cos42:}, 
aus welcher mit derselben Annäherung folgt : 

| g (M.ijL* s ) = lga?+8ycos2i:-i^ 2 cos2i:-8v 2 , 

Subtrahirt man von dieser Gleichung 

Ig^f- = 4y-4^ 
(Fand. pag. 105 Formel 16), so erhalt man: 

(3.) jg (^1* ,) = |g x - 4q + 8q cos 2 X - tyx* cos 2X— 4q\ 

44* 
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0a s\nB=—, so ist tg*jg== t_jLt ^ «bo tg*/= i_u ™d folf- 

lieh sin 3 /=- V 7 2 — ri7- Mithin ist . t . = - r, woraus folgt: 

«*(* — Jk 1 ) sin 1 / 1 — e 1 ' ^ 

Es ist aber nach Fund. pag. 104 Formel 15: 

Ig^T^ = -8f-VV 
also 

'ig** «ig -* _8?-vy. 

• smi e yi e * T * T 

Sobstitairt man diese Gleichung in die Gleichung (3.), indem man 

lg . durch 6 bezeichnet, so erhält man: 

y\—e % 

lg* = Igjp — e + *? + Sqcos2X—^qx l eos2X—4q 1 

oder 

(4.) lga? == lg* -f * — 4y — 8? cos2X+ iqa? cos 2 JT+ 4^. 

Nach Fand. pag. 102 Formel 24 ist: 

, 2B& . , 2osin2*' . 2<7 t sin4jr l , 

oder, wenn man die Glieder, welche die dritte und höhere Potensen von q 
enthalten, vernachlässigt, 

<p = x -j-2ysin2x f -j-y 2 sin4a? / . 
Ebenso erhalt man: 

<p» = ;p"-f 2q sin 2x" + f 2 sin 4x" 
and folglieh: 

y" — q>' «= *" — *4- 4q sin (*" — ar' ) cos (*"+*') +2^ sin 2(x" — a/) cos 2(*"-{-:f')> 
oder mit der oben eingeführten Bezeichnung: 

<p"—q>* = ar-f Aq sin x cos 2-3T-f2y 2 sin 2ar cos 4X 

VernaehlAfeigt man in dieser Gleichung sV?^ 6 und £ q*a? (jq ist im ungdnstig- 
sten Falle <nW ^d ^^Vfr)* so wird au9 derselben: 

?"— y' = x{14-4ycos2-ar— t^cos2i:+4y 2 cos4X} 
und mit derselben Annäherung: 

•S(9"— 9>') = lg#-f 4?cos2JT— |^cos2^— 4f.\ 
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Substituirt man nun in diese Gleichung die Gleichung (4.), so erhalt man: 

1*(<P' '— 9>') = lg*+« — ty — 4ycos2Xf$y* 2 cos&X 
oder 

Igfap"— 9') = Ig*-|-a— 8qcos 2 X-f%4jfar l cos2X. 

Zur Berechnung von <p" — <p' aas dieser Gleichung ist es zulassig statt 
x und X Näherungswerte zu setzen. Bezeichnet man <p" — q>' durch <p und 
±(<p"-\-<p') durch *, so kann man 

€p statt x 
und * — 2ysin2* statt X setzen. 

Diese letzte Substitution erhält man aus den Gleichungen: 

<p' = x' + 2qs\a2x' 

q>" = x>'+2q8in2x", 
welche durch Umkehrong 

x f =r <p* — 2?sin2<p' 

x" = <p"— 2ysin29", 

also X=4> — 2? sin 2* cos <p oder näherungs weise 

Jf = tf>— 2?sin2* 
ergeben. Alsdann ist: 

cosJT = cos * -f 2q sin 2* sin * 

= cos*(l-}-4ysin 2 *) 

also 

cos 2 JT = cos 2 #(1+8? sin 2 *) 

= cos 2 * -f 2q sin 2 2* 
und folglich: 

lg?» = lg*-f« — 8fcos 2 <2>4-|99> 2 cos2<£ — 16^81^2*. 

Um aus dieser Gleichung (p zu finden, berechnet man zuerst einen Näherungs- 
wert qP ron <p durch die Gleichung: 

and setzt <p'-\-^(p u statt &, und y" statt y. Alsdann wird 

— 8?cos*0 = — 8ycosV-|-2ycos29\^'-f 4?sin2y\y, 
-ftW z cos2$ = -ftf "»fy'.fP", 
— 16^sin 2 2* = -16^ sin' 295' 

and folglich: 

[g(p = lg y° + 4f sin 2y\ /— 16^81^2?'+ ff «>«V< 
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Zur Berechnung des Britischen Logarithmus von q> bat man dem- 
nach die Gleichungen: 

Ig vulg y ü = Ig vulg* -f Ae — SAq cos* <p' 



A. • t\ § f i * *% m * • * *\ § i * <A 



Ig vulg q> = Ig vulg <p {) -f 4 — q sin 2<p' . <p°— 1 6Aq* sin 2 2<p'-{- f — V cos 2y\ 9 , 

wo r = 206264"8 ist, oder die Gleichungen: 

Ig vulg 9*° = Ig vulg s-\-d — fqcos 2 q>' 

Ig vulg <p '= Ig vulg <p° -\-gq sin 2(p\ q>° — Aq 2 sin* 2^/-}- ^ C08 ^y r . y ü \ 
wo 

<* = 0,0014542, Ig/* = 0,54087 

lg? = 4,92541, IgA == 0,842, Igt = 6,43-17 

ist. 

Zur Bestimmung des Längenunterschiedes l der beiden Endpunkte des 
Bogens s hat man die Gleichung: 

. . /Vi — c* -f- p* sin 1 /cos' qp * 
X = cos// -2 — - — X_- — j 2- <Jm 

{Legendr e Exercices pag. 180), welche sich mit Berücksichtigung der Gleichung: 

aaf die Form: 

f 



l ° ,J * «in»/ l+tff'/sin'a y 



bringen tSfst. Aas den Gleichungen: 

es\nB = k 
und 



\%B 



mi 



ergiebt sich 



also 



*■= J=i 



Vi— ee 



m 



sin f /-f k t cos t l 



k 



sinB = -=- == /sin 2 /-!-* 2 cos 2 /. 



Substituirt man diesen Werth von sini? in die Gleichung (5.)* 00 erhält man: 

(6.) i = cot «! /*?7*??y *,. 

' fanU+k'cosUJ cotg'l+sln , 9» "*' 
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In diese Gleichung führe man 

(* dtp _ u 

als neue Variable ein, so dafs also 

(7.) y = amt* 
ist, und setze 



wenn k — y'\ — & ist. Alsdann ist: 

cotg/ = tgam(a,A') 



und da, wenn man / — l = i setzt, nach Fund. pag. 34 Formel 1, 

tg am (a, k) — — sin am (aa) 
ist, so folgt: 

(8.) cotg/ = — sinam(tVi). 
Ferner ist: 



^sinV+tfcos 2 / = ^1 — A^cos 2 / = ^l-tfWaraCa,*'), 

welche Gröfse, wie gebräuchlich ist, mit J nm (a,k r ) bezeichnet wird, so 

dofs also 

Vsin 2 /+* 2 cos 2 / = ^am (a,k). 

Es ist aber nach Fund, pag. 34 Formel 2 und 4 

ji r ux <Jam (in) 

J am (a,k) = Vr 

7 cos am (iä) 

und folglich 

(9.) ystiTpFltfi = Jm{ *\ • 
v y f ' cos am (ta) 

Substituirt man die Gleichungen (7.), (8.) und (9.) in die Gleichung (6.), so 

erhält man: 

f4Q-x % 1 sin am (iä) cos am (to) f /Pzm(u).du 

** *•' t ^am(m) J sin f am(f<) — ain'amCfaT ? 



wo 



und 



y-7======= durch u' 

y .; — durch u" 
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bezeichnet ist. In die Gleichung (10.) lassen sieh die elliptischen Functionen 
und H, wie folgt, einfahren. Nach Fund. pag. 173 Formeil ist: 

sin am (u) = "ttistt 

s.nam(ta) = 75555-, 
also 

^am(ti) = 1-Ä-g^- 

^ara(*«) == 1_*^L>. 
Hieraus folgt: 

und, wenn* man Fund. pag. 175 Formel 21 benntit, 

^am(ta)-^am(ti, *•<•)*■<••) 

Es ist aber nach Fund. pag. 173 Formell: 

^am(m) = k ^ %{ J a) 
oder, wenn man 6(ia-\-K) durch 0,(10) beaeichnet, 

^am(ffa) = k >*;. ■ ; 

und folglich: 

1 ^am(u) _ A e*(0) H(u+ia)Il(u — ia) 
J 9 m(ia) *'©*(*) ©/(ta) 

Nimmt man von beiden Seitön dieser Gleichung die Logarithmen und differen- 
zirt alsdann in Bezug auf a, so erhalt man: 

— 2i4 > 8inam(ia)cosam(m)// t am(u) iH'juj ia) iH'(u—ia) 2»0/(i«) 

Jm{ia)\J % em(im)— ^am(w)} JH(ti+t«) H(u—ia) <9,(ia) ' 

oder 

2 sin am (ta) cos am (ia) J**m(u) 

iJ*m(ia) . (sin" am (14) — sin* am (ta)) 

— r > W ( u + /a > ^ ' <* ~ '«> 2 Q '' ( to ) > 

— M //(u+ui) H(u—ia) 0,(1«) P 

wenn man — t^-* durch //'(t/) und ' w durch 0/(t#) beaeichnet. 
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Substituirt man diese Gleichung in die Gleichung (10.), so erhält man: 



*./ H(u + ia) V H(u—ia) 9 t (u$)J 

oder, wenn man die Integration ausführt und 

J\ / durch y 

©,(*«) 

bezeichnet, 

(ii.) a = Vk %*+*! - VkiS&tk -*(«"—'). 

Nach Fund. pag. 173 Formel 1 ist: 

Igtf(ti) = lg {jh. sin am (u).S(u)}. 
Da aber nach Fund. pag. 99 Formel 6 

lgtfA.ainam«) - l,sfo-t -| g9in ^ + 2J2^ + |^ + ...) 
und nach Fund« pag. 145 

(12.) Jg0( M ) = Con8t-2(^ + |^-+ .«} f 

wenn n = gesetzt ist, so folgt: 

Führt man diese Entwickelung in die Gleichung (11*) ein, indem man 
M , = 2AV «"^Mfünnd « = M2 S etzt und diejenigen Glieder, welche 
die vierte und höhere Potenzen von q enthalten, vernachlässigt, so wird: 

1 * sin (ta — jr")sin(ia-fjr') n v ' 

+ j^{cos2(ia+^' r ) + cos2(ta— x') — cos2(m — i*)-*- cos 2 («+*/)} 

oder, wenn man, wie schon oben geschehen ist, x" — x'—x und | (a/'-J-j^sssjr 
setzt, 

(13.) I = arctgi^-arctg^-^^-i^sin2iasina ? cos2X 

v ' ° Igt« e tgia n » T 

Da e / (w) = 0(ia-j-iC) = 0J-^(to + 5)] ist, so erhalt man, wenn man in 
die Gleichung (12.), '<* + ? 8taU x 9et8t ' 
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und durch Differentiation dieser Gleichung in Bezug auf a, mit Berti cksichti- 
gung der Gleichung -iS^^—^^-—, 



2ÄV 






oder, wenn man die Glieder , welche die dritte und höhere Potenzen von q 
enthalten, vernachlässigt, 

2Äv A sin2ia A »sin4ta 
—-- = Aq — 4er — : — 

Diese Formel, in die Gleichung (13.) substituirt, ergiebt 

(14.) -1 = arc^i^-arctgi^-^Ü^ar 

v J ° tgia ^ tgia T i 

. A oSin4/a - 2 sin2ia . oV 

-f \q — : — x — 4q* — : — sin a?cos 2 X. 

Führt man statt der Gröfse a einen Winkel A ein, welcher durch die Gleichung: 

a = lgcotg£A 

definirt wird, so ist: 

1 sin ia % k tirja A 

costa = -r—r, — ^— = cotgA, -£r- = cosA, 

s\b 2ia 2cosA . l+cos'A 

— : — s=s . k . ' , cos2ia = — --rr — • 

* sin'A ' snrA 

Substituirt man diese verschiedenen Ausdrücke in die Gleichung (14.) und 
setzt in das letzte Glied, welches q 2 enthält, x statt sin x, so wird: 

(15.) I = arctg-S— -—arctg-^-r — &q-r-rr& 
' e cosA ° cosA 7 sin'A 

l oJ cosA (2<l+COS , A) AT r) 

r 7 sin"A f sin'A ) 

Um den Werth des Winkels A zu finden, hat man die Gleichung: 



2 

n 



-£ — / = amga,*';, 



also y-/*=tgam(a,A / ) — ±tg*am (<*,#)-! - ±ig*am(a, *') - 

Da aber nach Fund. pag. 34 Formel 1 

. , u\ sin am (ja) 
tgam(a,AO = r-i-2, 

so ist: 

* 1 _^ sinamCta) . . sin* am (ia) , t sin'am(ia) . 
j_# _ — ^ + j , + j , + _ 



• • • 
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also 

n . J, i -f sinam(ia) 

2 — 2i S i— sin am («7») 

oder 

. . . 2Kia 

. 1+ sin am 

-3T-' = o; 1 » 



2i • . 2A7a 
1 — sin am 



rr 

Benutzt man zur Entwickelang dieser Gleichung Fund. pag. 99 Formel 9, so 
erhalt man: 

n * 1 . 1 -f-sin/a , 4_ ( gsmia 7' sin 3m , ) 

T ~ 27 *T— Mnia"» 1 Vi— q 3(1— 7*)+ "M 

oder, wenn die Glieder, welche die dritte und höhere Potenzen von q ent- 
halten^ vernachlässigt werden: 

n i i !op i-j-sin<a j^ 4 5^ 

7 



• • 



und folglich: 



2 2/ ö l — sini« ' II — q 

- ^Sx + tV** 



/ = A — . ■ ^ cotgA. 



Nan kann man aber statt dieser Formel, am l mit genügender Schärfe zu 

berechnen, setzen: 

/ = A — 4ycotgA, 

oder 

(16.) A = / + 4ycotg/. 

Eine andere bemerkenswerthe Formel zur Berechnung von A findet man aas 
der schon oben aufgestellten Gleichung: 

r •m T i+* , coi , 7 



t-iWi-O 



\2 



i— # t sin , am(a > *') 
k % 

45 



854 &• & Luther* Jacob? $ Ableitung setner geodätischen Formeln. 

also 

. _ ! — y'wn'amfo, &')-*' _ hf t cos t Sim(a,V) 
*—*— ^ f am(c, A') ~ /rem(a,V) * 

oder nach Fond. pag. 34 Formel 4 : 

1 — e* = 

/Psm(ia) 

Aus dieser Gleichung folgt: 

oder, wenn man die Ent Wickelungen Fond. pag. 99 Formel 8 und pag. 104 
Formel 15 benutzt, 

Vernachlässigt man endlich die Glieder, welche die dritte und höhere Potenzen 
von q enthalten, so bekommt man die Gleichung: 

e = 4^cos2Ja-J-4^ = 8q cos 2 ia 
oder 

welche die zw Berechnung von A in den neun ersten Decimalstellen genaue 
Formel : 

ergiebt. 

Macht man von dieser Formel Gebrauch, so erhalt man aus Glei- 
chung (15.) für X die Gleichung: 

(18.) X = «rctg^--arctg^ : -«cosAar{l-^+2y + ycos2J:} v 

Durch Berechnung des Dreiecks POtO" nach einer zweekmifsigen 
Methode (Gauft, Untersuchungen Aber Gegenstände der höheren Geodäsie, 
Göttingen 1844, pag. 32) wird man gleichzeitig mit F—l" und T—T" den 
Winkel O'PO'' = co erhalten. Die Correction, welche von dem Winkel o» 
zu subtrahiren ist, um X zu geben, sei Jco. Die Bestimmung dieser Correction 
J(o erhAlt man auf folgendem Wege. — Es sei 

0PO = <o f und 0"PO=:a>". 

Alsdann ist: 

, cos/ sin am {a, V) 

tgtp 1 tgam(tj') 
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und nach Fand. pag. 34 Formel 1 

, t'ginam(ff, V) 

ö sinaro(iu'jA') ' 

folglich 

n , J^ * sin am (iV, h f ) — sin am (a, V) 

2* 2i * sin am (tV, #)-{- sin am («,*') 

oder 

« _ r_JL| 8inamt4(iV+q)+i(gV— q),*'} — sinamU(tV-f q)— j(iV— q),f} 
5" Ä — 2i e sinam{i(iV+a)+i(«V— o), kf\ -f sinam {i(iV+«) — \(iu'— a)>V\ * 

Wendet man auf diese Gleichung die Subtractions- und Additions- Formel 
(Fund, pag. 32 Formel 4 und 1) an, so wird: 

n , 1_. sin am \\(iu' — a) , V\ cos am { j(*V+ **) » # } ^ am { i(*V-|- a )» *' I 

2 m 2i 8 sinam{i(tV+a) 9 ^}cosamji(tV— a),*'}2/am{i(iV— q)^} 

_ i i ff tgam{|(tV— q),fr} Jam {jfrV-f «), *'} 
— 2i g tgamUttV + q)^} ^am{i(*V— q),**} 

oder, nach Fond. pag. 34 Formel 3 und 4, 

n_ f J^ - sin am j (t* f -f- ia) cos am j (fi r -f * tf ) ^ i sin am ^ (fi f — /g) cos am j (u f — ia) 

~2~ w 2i e ^aml(u'+iq) — 2iF * Jam^u'— t'q) 

Entwickelt man diesen Ausdruck nach Fund. pag. 99 Formel 6, 7 und 8, so wird: 

Mm 2L_«»' 1 i sin(^+t«) , #/*cos2(jt' f +iq) , q 4 co*4(x'+ia) , 

t^.j 2 — 2 i I *sin(j:'-t«p tfl+tf 1 ) r 2i(l + 7 *) ~ r# " 

</ t cos2(jr ; — ia) y 4 cos 4 (.r* — im) 

~ j(l + 9 «) ~ 2#(l+flf 4 ) 

Diese Entwickelung erhält man auf kürzerem Wege durch Anwendung 
der LegendrJschen Transformation der zweiten Ordnung, indem man den 

Ausdruck ^lgsinam(u'^fa) — y-lgsinam(ti'— ta), nach Fund. pag. 99 For- 
mel 6, in die Reihe 

J. sin^+itt) | 7Cos2( < r , -f >tt ) i 7 t cos4(jr ; 4*' tt ) i 
2i l **m(x'— im)* i(i+q) ' 2i(i+q n ) ' 

7 cos 2 (j^ — ia) q*co84(x i — im) 

i(i + q) 2i(l+ 9 ') 

entwickelt und alsdann <f statt q setzt 

Vernachlässigt man in der Gleichung (19.): 

« co'^'lg ™ff+^ 

% 2t ^sm^ — im) • tl*}-y a ' 2(l-f q 4 ) ' ) 

die Glieder, welche die vierte und höhere Potenzen von q enthalten, so wird : 



• . » 
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2 ° itg.r' 1 + 7 sin*A 

A cosA 4o* . . ^ , 

= arctg- — ^ cos Asm 2a? 

° tgo:' sin*A 

oder wenn man die Gleichung (17.) benutzt, 

■y — w' == ^ arctg^-^ ~£«ycosAsin2a?'. 

Ebenso erhält man: 

-2T — co" = -^ — arctg -2— — 4e0cosAsin2:r' 
2 2 e cosA z Y 

und folglich 

a>" — ü)' = öi = arctg -^^ — arctg -i^- + i6ycosA(sin2a?' f — sin 2a?'). 

Da sin 2.?" — sin2x f = 2sina?cos2X / also näherungsweise 

sin2x" — sin 2a?' = 24? cos 2 J£ 
ist, so wird 

= arc, «^-« rc ^ir + ^^Acos2j:, 

Substituirt man diese Gleichung in die Gleichung (18.) , so erhält man 

Ja> = «4?cosA{l — ±e-\-2q-\-2qcos2X} 
oder 

Jw a== «d?cosA{l — ±e-{~4qco8 2 X} 

oder endlich, wenn man, wie bisher, &q in den Gliedern, die s oder a? ent- 
halten, vernachlässigt, 

Ja) = (* — |€ 2 ja?cosA(l-f 4ycos 2 JT). 
Nach Gleichung (16.) ist: 

■ 

A = /-f 4ycotg/ 

also 

cosA = cos(/-f 4ycotg/) 

= (1 — 4^) cos/ 

und folglich wird die gesuchte Correction: 

J(o = (« — ^« 2 )j7C08/(l — 4^ sin 2 AT) 
und 

Ifr^co =* lg{(* — |« 2 )xcoa/} — 4ysin 2 X 



cu 
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Setzt man in diese Gleichung näherungsweise 

x = <p — 2q (9\n2<p" — sin2y r ) 



also 



und 



= ip — 4y<jpcos24> 
= (p(\ — 4^cos2*) 

\gx — \g(p — 4ycos2* 



so wird: 



Ig Ja> = lg(?cos/)-f Ig(* — lO — 4ycos2* — 4ysin 2 * 
= lg(qpcös/)-}lg(« — i« 2 ) — 4ycos 2 * 
und, wenn man 4> = y f f|y ü setzt, 

(20.) lg^oi = lg<9>cos/) + Ig(« — K)~ i(8^cos 2 y')+*(4yy°sin2^')- 
Zur Berechnung des l?rfg$rischen Logarithmus von Ja* bat man demnach die 

Gleichung : 

Ig vulg Jio 

= Ig vulg (y cos /)-|-lg vulg («— ie 2 )— }(8Aq cos 2 <p') -^ \(4— qs\n2(p t .qf i j 

oder mit einer schon oben gebrauchten Bezeichnung 

lg vulg J(o = lgvulg(9>cos/)-j- 7,52410— \fq cos 2 <p' ^Igqsitfq)' .<p" 

oder endlich, wenn man 

fq cos 2 <p' = C und ^y sin 2 y'y° = D 
setzt, 

Igvulg^co = Igvulg(<pcos/) + 7,52410 — \C-\-\D. . 

Es ist jetzt noch die Formel abzuleiten, durch welche man aus der 
reducirten Breite /" die Breite B" oder ans der Gröfse F—f die Gröfse 
B?-B" erhält. 

Aus der Gleichung: 



yi — ee 

ergiebt sieb die bekannte Gleichung: 



B'-r 



tdEZSr sin 2/'+ * |i=jE5T «n 4/'+ * i^Esf «n 6T + 



• •• 



1 *f\ ee 

Entwickelt man . . \ in eine Reihe, so erhält man 

1 + yi — ee 



• • • 



• •• 
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und, wenn man |«=— £lgj/l — e 2 in eine Reibe entwickelt, 

Beide Reihen weichen erst in Gliedern, welche die sechste und höhere Poten- 
zen von e enthalten, von einander ab. Ihr Unterschied ist nämlich 

Es kann daher 

1 — tf1— ee 

, =: Is 

gesetzt werden, und man erhält: 

(21.) B'-f = i* sin 2/ f -f fr 7 sin AI'+&* »™ 6/ ' + 
Ebenso wird: 

(22.) Ä"-/" = i«sin2/4i« 2 sfti4/ f, 4-^€ s sln6/ w -f. 
Subtrahirt man die untere Gleichung von der oben, so wird: 
&-&' = / f -/' , + «sin(/ f -Ocos(/ r +/ f ') + i« a 8io2(f— l")cos2(f+r') + - 
oder, in Secunden ausgedrückt, 

B'- B" = / f -/' f +Arsin(/ # ~/ r ')cos(/ f -fr) + iisin2(/'-Ocos2(r4-r), 

wo lgA=lgr« = 2,83926 und lgn = lgjr** = 9,7620 ist. 

* « 

« 

Einfache Formeln, um den Einflofs der Ellipticität des Erdmeridians 
auf die berechneten Winkel T", B", X annähernd schatten zu können, erhth 
man durch die folgenden Betrachtungen. 

Man stelle sich einen sphärischen Triangel vor, der die Seiten * und 

v—B', und den von ihnen eingeschlossenen Winkel 180°— 2* habe. Die 
dritte Seite sei y — 2?i\ und die den Seiten * und -£-—#' gegenüberliegen- 
den Winkel seien respective /t,, und 2?/. Diese Winkel ~ — BJf, K und 1* 

würden die Werthe von — — Ä", X und T" sein, wenn die Erde eine Engel 
wäre. Setzt man 

so sind JB 1 », JTi\ Jh die Correctionen, welche den Werthen B?i % T%, K* 
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wegen der Ellipticität der Erde hinzuzufügen sind. Setzt man ferner: 

<p = s + ts r = B?-\dB' 

co = Xo+dX» r = BS + tBS* 
so sind <U,„ dB" und JT" die Correctionen , welche von to, V und T" zu 

subtrahiren sind, wenn man die beiden Seiten <p und -5 — /' des sphärischen 

Hfllfstriangels in s und -5- — Ä' abergehen, den Winkel 180°— T' aber un- 
gehindert läfst, und es werden: 

JB\ = dBX-(F—B") 
sein. 

Aus der Gleichung zur Berechnung von <p erholt man näherungsweise : 

Igy = lg*-f « — 8fcos 2 JT 

also 

9> == *(l-f * — 8ycos 2 2T) 

^t = *(« — 89 cos 2 A*). 
Setzt man in diese Gleichung die Näherungswerte: 

e = \+ 
8y= \ie = ^sin 2 Ä oder ^eW/ 

und cos 2 Jir=cos 2 4(9 f -f 9") oder = cosV, 
so erhält man: 

ds = ie 2 *(i— sin*/coaV) 

oder 

#* = \#9co£B?. 

Aus der Gleichung (21.) erhält man die Näherungsformel: 

dB? = — \^sm2B\ 

Die Gleichung (20.) giebt: 

u> — A = «9) cos/ oder co — l = jVfcosJJ'shiT' 

und endlich die Gleichung (22.): 

J" — B" «= — ie 2 sin2IT. 

Die bekannten Differentialformeln für einen sphärischen Triangel, dessen 
Seiten durch a, ß, y und dessen Winkel durch A, B, 1 bezeichnet, und in 

Journal f. d. M. Bd. Uli. Heft 4. 46 
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welchem die Seiten ft und y variabel, der eingeschlossene Winkel A aber 
constanl gesetzt werden, sind: 

da = cos Tdß-\ cos Bdy 
sina ' tga ' 

dr^ -*™Ldß+*^dr- 

tga ' ' sina ' 

Setzt man in diese Gleichungen: 

a = |— /" /J « «.-f y = 9. 

^ =r-. n— T' ß = T' 1 ^ w 

da = <*#,' <*/? = dB' dy = —8s 

dA « <fß = -^IT' <«' = -«feii, 

so erhält man: 

<H*o = cosadB'—cosT'fo 

1 cos/" cotgf 

colg/" ' cosr 

Vernachlässigt man in diesen Gleichungen die Glieder von der Ordnung s 2 
in den Coefficienten von dB 1 und von der Ordnung $ in den Coefficienten 
von d* y so kann man statt T" und /" respective T und B\ und ferner 

sinT* 

Sin CO =: 57,* 

und cosa> = l setzen. Dadurch erhält man: 

dB\l = (fÄ'-cosT'fo 

cos 1 fr cotg B f 

-. sinT' sin Ä* VD , , sinT' t 

^ f cos a Ä' • coslr 

und, wenn man für <?!?' und cto die oben gefundenen Werihe setzt, 

dB[\ = - te'snrtB' - ie 7 8cos 2 B'cosT' 

' * cos fr 

j>* i ^ cos*Ä'— sin*/?' . m 
cty, s= ie*# ^ sin T 

^ * cos ö' 
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und folglich: 

JBX = — le'scos'B'cosT 

JTJ = ± « 2 * 8 -^ sin T 

z COS B' 

JX I} = - \e 7 s — y-sinT. 

z cos IV 

Diese den Einflute der Elliplicität der Erde auf die Gröfsen B", V, 
X richtig ergebenden Näherungs- Formeln weichen von den Jacobischen 
pag. 339 dieses Bandes gegebenen ab, weiche Abweichung wohi in kleinen 
Recbnungsfeblern ihren Grund hat. 



Um schliefsiich die sämmtiichen Gröfsen, welche hei der geodätischen 
Linie in Betracht kommen, durch die elliptischen Functionen 0, //, O t und //, 
auszudrücken, wenn 

- 0,(11) = 0(K — u) und //,(*) =-r. //(Ä — u) 

ist, werden statt der beiden Constanten, der Excentricität e und der Breite H 
des Punktes, in welchem die geodätische Linie auf dem Meridian senkrecht 
steht, der Modul k der elliptischen Functionen (oder sein Complement k') 
und das Argument a als Constante mittelst der Gleichungen: 

eingeführt. 

Alsdann ist nach Fund. pag. 34 Formel 5 : 

e = Arsincoam (ia,k) = Ar sin am (& -*Vi, Ar). 

also nach Fund. pag. 173 Formel 1 : 

Htfa) 



e — a t „ i^v ? cosÄ — k' sin am (a,k'; 



e = yk. 



B 4 (ia) 



und folglich 



jt—e z ^ 



3 Ye*{i*)-kff*{ia) 



e t (ia) 

also nach Fund. pag. 173 Formell: 

vir?« iK.fHQ. 

Ferner ist: 

smfi = ^amfa, Ar) = —Ar = v/c ' ; 

7 cosam(ia) r //|(«a) 

46* 
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cosB = # sin am («,#) = — tgam(wi) = —^rk 



und *gÄ = yy.^(^- 

Aas dieser Gleichung folgt: 

tg/ = yT=VtgÄ = ]/Ä 



iS(ia) 
H(ia) 



also' sin / 



Vk.i9(ia) 



yiPM—k&^ia) 
and cos* = -nr .„.. \ 






Nach den Formeln fflrs rechtwinklige sphärische Dreieck ist: 

sin/' = sin/ cos 9' 



tgT' 



cotg/ 
sin<jp f 



tga>' = , 

* cos/ 

Setst mao in diese Gleichungen cp' = am (ti) , so wird : 

„„, = y* |Mcosam(«) = ^m 

1 k* H,(ta) v ' H,(ia) B(u) 

iaT 1 H(ia) 1 _ Jg(ia) Q(u) 

18 VkW (ia) sin am (u) t© (ia) #(«) 

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich: 

„wf _ yH/(ia)eT«)-e , (ia)l/ < , (««) 
C0S H,(ia)Q(u) 

&(ia)H,(u) 



jgr = 



y/y/M ©*(«)— 9*(te) ^'(n) 



. ™ fl"(ia) ©(u) 

sinT = 



yH x (ia) ©»— © , (ia)// t (u) 
C23) ^ COS T' s=- mia)H{H) 



1H t (im)G t (u)—&(im) H*{u) 



• , iH,{ia)H{u) 

sin co = ■ 

cos»' == JT(fa)g,(») 
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Nach Fand. pag. 173 Formell ist: 

Hieraas folgt: 

R;(jm)#(u) = y{JW , (fr)0 l («)--J5r(i«)e»(ii)} 

H*{fa)Hf{u) = ^{^(ta^CtO-Ä'tia)^«)} 
H?(ia)H\«) = ^{*0V*7i)Ä>)-Ä l (ia) «*(«)}, 
H?{im)&(m)-&{im)n?{u) = p- { Ä* («) 0* (m) - # 2 (m) 0» («) } 

H\ia)H?(u)-H?(ia)H\u) = — £{JT(ii)^i«)-.J5r(i«)e»(ii)}. 
Sabstitairt man diese Formeln in die Gleicbnngen (23.), so wird: 



also 



(24.) 



cos/ 



tg' 



sinT 



cosT 



sine» 



cos o> 



YV.H,(io)e(u) 

Vk'.Q(ia)H,(u) 

?»•(«) e*(ia) -//*(»a) 0» 

H(ia)e(u) 

i1H*(u)9\ia)—H % (ia)e % {u) 
O(ia) H(u) 

•*JH,(fa)II(«) 

VÄ* /.»»©»(«a) — //*(ia) 0'(«) 

/* //(«») #,(«) 



i jk yH*(u) e*(ttt) — //*(«») ©*(«)' 
Da nun nach Fand. pag. 1 75 Formel 21 

H 2 (u)0 l (ia) — 6 t (u)H 3 (ia) = &{0)H{u-\-ia)H(*—ia), 

so ist, wenn man y7/(« -(-«'«) Ä(u — t«) = JV setzt, 

^Ä*(«) ö 2 (m) — &{u)lP(ta) = 0(0) A'. 
Ferner ist nach Fund. pag. 173 Formel 2 : 



9(0) 



0,(0) 



and }/£.0(O) = ä;(0). 
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Substituirt man diese Formeln in die Gleichungen (24.), so wird: 

., 0,(0) JV . ., S(ia) H,(u) 

COS* — ^ (ja) 0(m) , Ige ^ (Q) ^ 

,in«,' — BMJHu). , _ H(ia) H t (u) 

sinco = j^öj" TT' ~~ awir" 

Setzt man in die Gleichung 

tgß' 



— t « p 



YT= 



e« 



für tg/' und ^1 — ** die gefundenen Ausdrücke, so erhalt man: 

s 0(0) TT» 

also 

' sinß' = & ' (/g) HM = BAi*)HAu) 

yewßp+etiWHfiu) H t (ia)e t (u) 

und 

COS iß = yy t . x£x t v • 

Denkt man sich den Triangel POO f so construirt, dafs ^—PO* nicht 

gleich der reducirten Breite V, sondern gleich der wahren Breite B' ist, und 
bezeichnet man durch 4, yi, cof, die Werthe, welche unter dieser Voraus- 
setzung die Gröfsen l, <p', a>' annehmen, so wird 

H(ia)B(0) 



cos 4, = cos Ä' sin T' 



iN 4 (ia)G t (u) 



t . »f mt G(ia)H(u) 

tg<y> u = cotgBcosT = e\ia )H \u) 

igw,i — sinÄ , — e(ia)H(ia) ' &(u)H t (u)' 

Bezeichnet man endlich mit l' die Länge des Punktes, welchem der 
Wertb <p' = am (tf) entspricht, wenn diese Länge von dem Meridian an ge- 
zählt wird« auf welchem die geodätische Linie senkrecht steht, so erhält man 
aus Formel (11.), indem n" = u und ti' = gesetzt wird, 



l' + yu = xHtJMzbl = »lgi/ g(,a +« ) , 

* -j- vu t ng H{io _ u) ig |f H(ia _ u) » 



da 
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Aus dieser Gleichung folgt: 



also 



und 



Mithin ist: 



M'+ruV IHi'm — u) ^ .<*+»■*)! _ JH{ia+u) 

r i/(in+M) ' e ~ \ ff(ia-u)' 



2 Df 



C08<l'-J-*^ =: i_ mu+im)-Hlu-iu) 



cosÄ'sina'-i-»^ — WOnmu+iD+M—i» )] 
cos ITcos (>' + "«) = mWkp£W»z±& 

cos/ sin(A +vu) 2//^ö(^j 

cos/'cosa' + yti) — frW/(«+«")-^(«--.a)| 
cos/ cos(/. i-v«; _____ 

Königsberg, den 15. Juli 1855. 
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28. 

Note aar la niethode d'elimination de Bezout. 

(Par M. A. Cat/ley.) 



Voici la forme la plus simple sous laqnelle on peut presenter cette 
methode. Pour eliminer les variables x, y entre denx equations da n'*"" 
degre 

(«, . . . X«, y)" = 

« . . .X*, y)" = 0, 
on n'a qu'ä former l'equation identique 

(a, . ..j(x, y)' (a*, . . Q(*, nY — (o , > . . .")(*, /)" fo • • •)(*> P)" _ 

fix—Xy 

(«0,0 «i,o ...«»-i,o X** r)"" l (f> A*)' 



m-1 



Oü,l 



'M 



... ö w . 



1—1,1 



^«-1 Ä l,n— 1 ••• fln-l,n-l 

on I'expression qni forme le second raembre represente la fonction suivante 

+ («0,-1 «- 1 + «i,„-i x-- 2 y . . . + «^..xy- 1 ) je*-'. 
Le resnltat de relimination sera 



«cyi 
«04 



'1,0 



• • 



• • 



«»-1,0 

«-M 






0. 



«0,11—1 «1,11—1 • • • «*— 1,»— 1 

Par exemple ob trouve 

(m, b, e)for)V, V» JjjKßr—p, V» c*jfr,r)'(q, MKW 



(2 (ab' 
I wf 



px—Xy 

a'*), •<t-a , cXx tr XX, f i) 
«le, 2(*«'-*'c)|~ 
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(u, b, c, rfK x> yn«', U> <?> ä'^X, p)* - (*, V> <!, dfjjx, y)* («, b t c, Jfa p) ' = 

px—Xy 

(3(«6'- ab), 3(ac'— a'e\ {ad'— aTd^x 2 , xy, f)ß\ l/i, fS) 

Siae> - a'c), (ad'— a'd)-\-9 (bc>- b'c), 3 (W - b'd ) 
(ad'-a'd), 3(W-*'</), 3(cd'-Jd) 

d'oü Ton tire immediatement les resullats de l'eliminatton entre deux equations 
quadratiques on cubiques. 

Londres, 2 Stone Buildings, Avril 1855. 



29. 

Remarque relative & la note pr6c6dente. 

(Par M. C. W. Borekardt.) 



Comme la forme 6I6gante sous laqiielle M. Cayley pr&eotfr la m&hode 
abregte de Bezout poarrait dtre inintelligible aux mathömaticiens < qoi ne aont 
pas familiarises avec les notations nouveDes du gäometre distingu6 de Londres, 
je crois faire une cbose utile en traduisant comme l'a d£ji fait M. Sylvester 
(Phil. Trans. 1853 pag. 516) en eignes algöbriques ordinales l'taonee de 
M. Cayley: 

„Etant proposees deux equations du **"* degri 

fX = 0, <f>X MB 

divises l'expression 

f*q>y— fytpx 
par la difförenoe 

x — y, 

le quotient sera une fonction entiere en x et y, du degr6 »— 1 par rapport 
a chaoune des deux variables, c. i d. une fonction de la forme 

et le dtterminant 

Joaraat l d. M. Bd. Uli. Haiti;, 47 
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sera le resultat de Pelimination entre les deux öquations proposöes, präsente 
sons la forme a laqoelle conduit la methode abregee de Bezout." 
En posant x = y on trouve Pequation 

qai a ete dejä obtenue sous cette forme par Jacobi (Voyez tome XV, p. 103 
de ce Journal) mais qai ne sufüt pes poar definir les qaantites a iik . 

Berlin, aoüt 1856. 
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30. 

Note sur Pequation a?— Dy z = ±4r^ D = 5 (mod. 8). 

(Par M. A. Cuyley.) 



Un sah que poor ud determinant positif D = 5 (mod. 8) le nombre 
des formes quadratiques proprement primitives est igal au nombre des formes 
improprement primitives, quand il existe une Solution en nombres impairs de 
Pequation x 2 —Dy 2 =4* mais que le nombre des form 69 proprement primitives 
est 6gal a trois fois ie nombre des formes improprement primitives, quand i) 
n f existe pas de Solution en nombres impairs de Pequation x 7 — Dy 7 = <l. 

Les tables de Degen fönt voir immediatement, pour les nombres Z>=5 
(mod. 8) qui ne sont pas plus grands que 997, s'il existe ou non une Solution 
en nombres impairs de Pequation x 2 —Dy 2 — 4. A savoir si le nombre 4 se 
trouve dans la serie des denominateurs des quotients complets (la seeonde 
ligne dans les tables), il existe une Solution de Pequation; si non, il n'en 
existe pas. De plus, si la place ou se trouve le nombre 4 est d'ordre pair 
il existe une Solution tant de Pequation x 7 — Dy 7 — -{-4. que de Pequation 
x 7 — Dy 2 = — 4, mais si celte place est d'ordre impair il existe seulement 
une Solution de Pequation x 7 — Dy 2 = 4. On trouve la plus petite Solution 
de ces equaüons au moyen de la serie des quotients (la premiere ligne des 
tables), en s'arrötant au nombre qui precede le nombre plac6 au dessus du 
nombre 4, et en calculant la fraction continue determinee par cettesuite; par ex. 
pour le nombre 61 on trouve dans les tables 



61 



7, 1, 4, 3, 1 (2,2) 
1, 12, 3, 4, 9 (5,5) 
226153980 
1766319049 



Cela fait voir qu'il existe une Solution de Pequation ;r*— #y* = — 4, Solution 

1 39 

que Pon obtient au moyen de la fraction continue 7 -j t- = — en faisant 

x = 39, y = b. La plus petit« Solution de l'eqaation a? a — ZJy* = 4 se dedoit 

47* 
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tres facilement de la plus petite Solution de l'6quation r 2 — Dv 7 = —4 au moyen 
de la formale a?-f y^D = }(t -\-vyD)* ce qui donne x = t*-{-2, y = Tt/. 

Ob obtient pareillement la plus petite Solution de l'öqiiation x 2 —Dy*=z — 1 
au raoyen de la formale (x-\-y^D) = \(r-\-vjDf ce qui donne 

x = l(t»+8*), y = *(** + *)«'• 
De möme la plus petite Solution de requation x 1 — Dy 2 = 1 se deduit 
de la plus petite Solution de l'öquation T 1 — DD* =4 au moyen de la formule 
x + YJD=y < T+UjDf ce qui donne a? = 4(2*— 3T), y=4(T 2 — 1)17. 

Je fais observer ä cette occasion que suivant une remarque de Göpel 
(yqyez „Notiz Ober A. Göpel" t. XXXV p. 315 de ce Journal) si dans Pequntion 

( x ' y ) ==P-f V& °* x > Y> Pf n > P> Q 8onl des entiers, le denominateur p 

est plus grand que Turnte et que x, y, p n'ont pas de denominateur commun, 
on aura necessairement p—2, n = 3 ou egal & un multiple de 3, x impair 
et y de la forme 8n-}-5. 

J'ai calculö au moyen des tables de Degen la table suivante des plus 
petites Solutions en nombres impairs de requation a? — Dy* = — 4 ou , si 
cette equation n'en admet pas, de l'öquation x 7 — Dy 2 = 4, en d'autres termes, 
une table des plus petites Solutions impaires de requation x 2 — Dy* — ± 4, 
0=5 (mod.8). 

Londres, 2 Stone Buildings, 10""* Mars 1855. 
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Table de« plus petites Rotations impairea de l*equation x* — Dy* = +4, D = 5 (mod. 8). 



D 


± 


X 


y 


D 


± 


X 


r 


D 


± 


X 


y 


5 


— 


1 


i 


341 


+ | 277 


1 15 


677 




imposs. 


13 


— 


3 


l 


349 


imposi 


i. 


685 





759 


29 


21 


+ 


5 


l 


357 


+ 1 


19 


1 


693 


+ 


79 


3 


29 





5 


l 


365 





19 


1 


701 




imposs. 


37 


imposs 


u 


373 


imposs. 


709 




imposs. 


45 


+ 


7 


i 


381 


imposs. 


717 


+ 


241 


9 


53 


— • 


7 


i 


389 


imposs. 


725 


+ 


27 


1 


61 


— 


39 


5 


397 


— | 3447 


1 173 


733 





27 


1 


69 


+ 


25 


3 


405 


imposs. 


741 


+ 


245 


9 


77 


+ 


9 


1 


413 


+ 


61 


3 


749 


-h 


12945 


473 


85 


— 


9 


1 


421 




444939 


21685 


757 




imposs. 


93 


+ 


29 


3 


429 


+ 


145 


7 


765 


+ 


83 


3 


101 


imposs 


i. 


437 


+ 


21 


1 


773 





139 


5 


109 


— 


261 


25 


445 


— 


21 


1 


781 




imposs. 


117 


+ 


11 


1 


453 


+ 


149 


7 


789 


+ 


31825 


1133 


125 


— 


11 


1 


461 




365 


17 


797 





367 


13 


133 


+ 


173 


15 


469 


-|- 


65 


3 


805 


+ 


1447 


51 


141 


imposs 


i. 


477 


+ 


2599 


119 


813 




imposs. 


149 


— 


61 


5 


485 


imposs 


i. 


821 


-1 


161891 565 


157 


— 


213 


17 


493 


— 


111 


5 


829 




imposs. 


165 


+ 


13 


1 


501 


+ 


28225 


1261 


837 


+ 


29 


1 


173 


— 


13 


1 


509 


— 


925 


41 


845 





29 


1 


181 


— 


1305 


97 


517 


+ 


10573 


465 


853 





27463 


941 


189 


imposs 


i. 


525 


+ 


23 


1 


861 


+ 


1027 


35 


197 


imposs 


i. 


533 


— 


23 


1 


869 


+ 


49377 


1675 


205 


+ 


43 


3 


541 


— 


1396425 


60037 


877 




imposs. 


213 


+ 


73 


5 


549 


+ 


1523 


65 


885 




imposs. 


221 


+ 


15 


1 


557 


imposs 


i. 


893 


+ i 


2301 | 77 


229 


— 


15 


1 


565 


-| 309| 


13 


901 




imposs. 


237 


+ 


77 


5 


573 


imposi 


}. 


909 




imposs. 


245 


+ 


47 


3 


581 


+ 1 6725 


279 


917 


+ 1 


1181| 31 


253 






1177 


74 


589 


i 


4359377 


179625 


925 




imposs. 


261 






727 


45 


597 


-}- 


7949 


399 


933 




imposs. 


269 


imposi 


j. 


605 


+ 


123 


5 


941 





1135 


37 


277 


— 


2613 


157 


613 


— 


98763 


3989 


949 


— 


32685 


1061 


285 


+ 


17 


1 


621 


+ 


25 


1 


957 


+ 


31 


1 


293 





17 


1 


629 


— 


25 


1 


965 





31 


1 


301 


+ 


22745 


1311 


637 


+ 


14159 


561 


973 




imposs. 


309 


+ 


5045 


287 


645 


+ 


203 


8 


981 


+ 


68128 


3175 


317 


— 


89 


5 


653 




1661 


65 


989 


+ 


103245 


3283 


325 


impost 


i. 


661 


— 


1789539 


69605 


997 




imposs. 


333 






imposi 


t. 


669 


+ 


305285 


11803 






1 


1 
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31. 

Sur une nouvelle propriete du rösultant de deux 

öquations algebriques. 

(Par M. Brioschi ä Pavie.) 



1. 

Äoient: 

9>(a?) = c x n -\- CiX** 1 -\- ^a?""^ ••• + ** := 
lea deux equations. En posant: 

Pr+lfr) = ^« r + «l* r ^+ — +Ä r 
fr+l(#) = *l* r +*l*'" 1 + — + *r 

on a: 
od: 

Soieot op 19 x 2 , ... x n les racines de räqoation f(x) = 0; en substitaant datia 
(1.) x, an lieu de x, on obtient: 

(30 — /v+iOOyto) = «i.r+1 *!?"* + a ir+i«:" 1 + — + a., r+ i 

equation qui divisee par /"(#,), et multipliee par 1, x, , • •• j-^ 1 nous 
donne les suivantes: 

(3.) 

— tt l, r+1 *n-i + ^V+l **-« 4" * * # "f" a »,r^l *U 

ou Fon a pose: 



^r ^* ^f/„v 9 *r = -^j 



« 



J'observe qae: 
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par oonsequent si Tod fait: 

od aura: 

Soit F* le resnltant des deux equations f(x) = 0, y(j?)=0; on a: 

et: 

dV V ,. 

dF. — WÄ* {af,) ' 

Or: 

dV dV da, , dV da. , , </F <fo. 

ax, </a & rfjr, ' rfo, rfx, * ' da n dx t 

«Ton Ton deduit: 

et en observaot que: 
on aura: 

n i 






On peut transformer cette equation, en posant i = 0, 1, ... m — 1, et en 
ajoutant les 6quations qui en resultent, multipliees par a m . M 0*._2 9 ••• *u- En 
effet on oblient: 

" dV 

on: 

et pnisqne Ton a par une formule connne: 

a Mm~i + *iM m ^ + »'+a mmml Mo = (n— i»+i)^m-i 
on a enfin: 

Si dana cette Equation Ton fait m = l, 2, 3, ... n, on obtient » equations 
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qn'on peut nommer les 6quations caracteristiques da resultant. En sapposant 
<p(x) = f(x) on obtient les eqaations analognes pour le discriminant de 
f{x) = 0\ les trois premieres desquelles contiennent la proprietö da discri- 
minant d'dtre un invariant de la forme du n ieme degre a deux indöterminees. 

3. 

Par consequent si Ton repräsente par V le discriminant de la forme 

da n ikm9 degre: 
dans laquelle: 

n(n — l)...(y* — ro-f-l) 

l . 2 . 3 • . • m 

on aura: 

S r —a^ r ^ b (n — m-f !)(» — m + 2) ;*„,_, o m _ a F 
ou: 

Si dans l'£qnation supärieure on fait m=l on a: 

N 1 dV * dV 

et pareülement les autres »— 1 öqnations peavent dtre dedaites de la suivante: 

" I dV 

ou: 

Am t r = ««,r+(n — * + 1 )/>m-l />r-l «U-l «r-i , 

en posant m <= 2, 3 ... *• 

An moyen de ces eqaations on peut exprimer le discriminant d'ane 
forme quelconqae 4 deax indöterminäes en fonotion de ses invariants. Par 
exemple pour la forme da qaatrieme degrä: 

(«u> «i» «21 *>* <**x*, r) 4 

si Ton poae: 

J 2 ss o^Ot — ta^-f So, 

J s ss OoOjO* 4-2^0203—00^ — 0^04 — «? 

et: 
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les trois premieres equations sont satisfaites, et la qoatrieme nous donner 






1 Pi 



da, 



\2<hV. 



Mais en observant que: 



I Pr 



y.r 



da r 



12J 3 -f4«2^ 






I 



y ' r da r 



14' + 6*4 



on a: 



3J|(18Ji + 4^J t )-f-2AJ,(|J?+6fl^ 1 ) = 12^^ 



de laquelle: 



A = — 27 



ee qoe Ton sait deja« 



41. 



Les relatioDS donnöes par les formules (3.) nous sont utiles pour trans- 
former quelques expressions formees avec les quantitäs S r en antres formtet 
avec les quantitös «,.,,. Nous considörons ici les expressions de la forme 
suivante : 

Sq &i ... S r _ t 



*r 



Si S 2 



s r 



s* 



S r _ 7 Sr^i . 
1 X 

I 

lesquelles se präsentent dans l'application dn thäoreme de Sturm a la re- 
cherche du nombre des raoines reelles de l'equation f(x) = 0; comme Font 
deja demontre MM« Sylvester et Joa Mms thal, et moi-mdme dans une note 
publiee dans les Annales de M. Tortolini (Jaulet 1854). 

Pour effectuer cette transformation j'observe que: 

— Ä,+i,r+i = OuÄv^-f-ÄiÄ^^i-l ^a r S M . 

Au moyen de cette formule et d'une propriete tres-connue des determinatus 
nous obtenons une prämiere transformation: 

A 1>2 • • • Ai, r 



^ = (-1) 



-•JL 

•5 






\yt 



V 
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"r-1,1 *r— 1,« • • • *r-I,r 
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et k cause de Kognation (4.) on •: 



Jr = (~1) 



-1 i 



opT 






• • • 



• • • 






Ä r— 1,1 ö r-l^ • • • Ä r— l,r 

*(*) *(*) • • • fr(^) 

Les quantitea J r tont, a an facteor pres, les dtaominatenrs des rödnites de 

la fraction continue dans laquelle od peut developper ^t-t; p« consäqueot 

les trois qnantitös J r , J r -\<> ^ seront liees par one äqnation, comme il a 
ete demontrö autrement par M. Joachimsthal. 

II est övident d'apres les considerations snperieares qa'on aara: 



<*M «1,2 
<**,! «2>* 



• • • 



«M 

«*.« 



Ä «,l a n 9 2 



• • • Ct 



if,!! 



r&nltat donn6 par M. Jacob* dans son memoire „De eliminatione varia« 
bilis ete. — " (vol. XV de ce Journal). 

Payie, Jan vier 1856« 
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32. 

Sur une formule de M. Cayleg, 

(Par M. Brio$chi a Pavie.) 



M. Cttyltp a donne recemment ane relatien tres-remarqaable entre les 
covariants de la forme biqnadratiqne : 

« == (<*„ ö, . . . *«)(*, y) 4 . 
En indiqoanl par v le Heasieo de la forme v, par £ le determinaot: 



dv 


dv 


dx 


*y 


du 


du 


dx 


dy 



et en posant: 

v = Wa, d = 8.12* 

la formale de M. Cayley est la saivanle: 

4* = J 2 fl* 2 -./ s _ti 3 -4J5P; 

J 2 , «J 3 6tant les invariants qaadratique et cubique de la forme u. M. Cmfley 
a dämontrö aaaai oomme on peat dedaire de la resolation de Päquation: 

(1.) J3H 5 — J.Hu'-f 4fl 3 = 

cellö de l'öquation * = 0. Or on peut observer qne Pequation (1.) resulte de 
P6liminaüon des quantitös a, b entre les deux equations: 

au + bü = 

4a 5 — J*6 7 — JsP = 

de la seconde desqnelles , ainsi que M. Hesse Pa dämontre (T. XLI pag. 253 
de ce Journal) on obtient des valeurs da rapport a : b qui rendent Fex- 
pression au-\-bH «Sgale au produit des carres de deux fonotiona lineaires. 
L'äquation * = est par consequent Pequation du sixieme degre eonsideree 
par M. Hesse (pag. 259), et dont les racines ont la proprio^ d'6tre qnatre a 
qaatre en rapport barmonique. 

Le covariant * jone dans la tbeorie des formes biqaadratiques un rdle 
analogae a celoi qne Jone le Heaaien dans la tbeorie des formes cnbiqnes. On 
tronve, par exemple, qne Pinvariaat quadratique de eette fonction est egal a 
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\ du discrtminant D de la forme u; qqe, posant: 

ü = au + bH 

et indiquant par V le Hessien de la forme U 9 de sorte qoe 

V<=Au+ BU, A = 12i(2aj;+3*J 3 ), Ä = ISC»« 2 — PJ,), 
on a: 



rfF 


dV 


ix 


dy 


dV 


dU 


ds 


dv 

• 



= 8*(«Ä — *J). 



Par conseqnent si Ton pose: 

£7 = (a , o x . . . a 4 )(a?, y)* 

on: 

du . dD A rfÖ - <//) rfö 

oh Mira: 

Ä = 3J 2 2 , 6 = - 54J„ /iä -bA = t2.27D(J* - 54J, 2 ) 

el en representant par V te corariant do sixieme degr£ de la forme V ob 
obtient : 

V= 27 */)(•/> -54J 3 2 ). 
De cette derniere 6qoation on tfedoit entre D et le discriminant 4 de la forme 
U, la relation deja donnee par M. Schläft*: 

On trouTe pour les formes cobiqoes a trois ind6tefrninees one eqoatioo analogne 
a (!.)• Soit u la forme cobiqoe, v son Hessien; J4, J 6 les iovariaits do 
quatrieme et du sixieme degr6s de la mime forme. En posant: v = &.H 
et en eliminant les qoantites a, b entre le* deux equations: 

au + bti = 

27n 4 -18J 4 fl 2 4 ? — Je«* 5 - J*b* « 

on obtient l'eqoation do doosieme degre: 

27H*-\8J % H 1 * 2 +J 9 H*>-J2tf = 

laquelle sera döcomposable en doose faoteora unfaires, qoi donneront les qoatre 
systemes de droites qoi passent par les points d'uifiexion de la ooorbe u = 0. 

Pavie, Jan vier 1856« 
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Den Mathematikern, welche sieh mit zahlentheoretischen Untersuchungen beschäf- 
tigen wird es vielleicht erwünscht sein von einer Schrift des Herrn Professor Dr. Reu$chle 
in Stuttgart Nachricht xu erhalten, welche derselbe als Programm des dasigen Gymnasiums 
zu Michaelis 1856 hat erscheinen lassen und von welcher besondere Abdrücke durch 
die Antiquariats -Buchhandlung von Lieechiny et Comp» in Stuttgart zu beziehen sind. 
Diese Schrift enthält sehr werth volle, mit Fleifs und Sachkenntnifs berechnete Tafeln zum 
Gebrauch für Zahlentbeorie, nämlich: 1) Die Zerlegung der Zahlen 10*— 1 in ihre Prim- 
faktoren für eine gewisse Anzahl von Wertben des n, bis » = 242, für welche die 
Faktoren als wirkliche Primfaktoren constatirt sind. 2) Eine Anzahl ähnlicher Zerlegun- 
gen der in der Form a n — 1 enthaltenen Zahlen in ihre Primfactoren , für eine Reihe 
von Werthen der Zahlen a und n, für welche die in denselben vorkommenden Prhn- 
faktoren als solche haben constatirt werden können. 3) Eine Tafel der Zerlegung der 
Primzahlen p * 6#*+l in die Formen p = A*+3B % und Ap =» C*-j-27AfV welche für 
die Theorie der cubischen Reste, so wie für die Kreistheilung wichtige Dienste leistet 
Diese Tafel erstreckt sich für beide Formen vollständig bis p = 5743 , sodann für die 
Form p = A*-\-3B* allein weiter bis 13669, und endlich für diejenigen Werthe des p> 
für welche die Zahl 10 cubischer Rest ist, noch bis p = 49999. 4) Eine Tafel der Zer- 
legung der Primzahlen /; =s4*-f~l in die Form a % \b % , zugleich mit der Zerlegung der 
Primzahlen p = 8*-j-l in die Form c f -j-2tf* bis p = 12377. An diese schliefst sich noch 
die Zerlegung derjenigen Primzahlen jj = 4w+1, für welche die Zahl 10 quadratischer 
Rest ist, in die Form ö*-f *\ bis p s 24917, zugleich mit der Zerlegung derjenigen 
Primzahlen, für welche die Zahl 10 biquadratiseber Rest ist, in die Form p = c*-f 2«/% 
bis p » 24869. Der Nutzen welchen diese Zerlegungen, namentlich für die Theorie der 
biquadratischen Reste und auch für die Kreistheilung haben, wird den Kennern dieser 
Theorieen einleuchten. 5) Folgt noch eine Reihe von Tafeln, in welchen die kleinsten 
Exponenten berechnet sind, zu denen gegebene Zahlen geboren nach bestimmten Moduln, 
oder die Bestimmung der kleinsten Zahl e, welche der Congruenz a e =i> mod. p y ge- 
nügt Der erste Theil dieser Tafel umfafst die sechs Werthe des a s= 2, 3, 5, 6, 7, 10, 
und ab Moduln alle Primzahlen bis p = 997. Von da an bis p =* 4999 erstreckt sich 
diese Tafel nur auf die beiden Grundzahlen a = 2 und a = 10, und endlich von da an 
bis zu p ass 14963 nur auf die eine Grundzahl 10. Diese Tafeln , welche unter andern 
auch die Frage nach der Anzahl der Ziffern der Periode eines aus einem gewöhnlichen 
Bruche entstandenen Decimalbruchs beantworten, geben aufserdem zu manchen interessan- 
ten, so zu sagen statistischen Bemerkungen Veranlassung, welche in der Einleitung zu 
den Tabellen angestellt sind« 

Aus dem angegebenen Inhalte wird man ersehen, dafs die ganze Arbeit im In- 
teresse der Wissenschaft und zum wirklichen Nutzen derselben unternommen und ausge- 
führt ist, wofür auch noch der Antbeil Bürgschaft leistet, welchen der verewigte Jacobi 
an der Entstehung derselben gehabt und der Werth, welchen dieser grofse Mathematiker 
den berechneten Tafeln beigelegt hat. Herr Professor Reuschle ist nämlich wegen dieser 
Arbeit mit Jacobi in schriftlichen und mündlichen Verkehr getreten und die aus zwei 
Briefen von Jacobi und zwei Briefen von Prof. Reuschle bestehende Correspondenz 
über diesen Gegenstand, in welcher mehrere Fragen über Potenzreste erörtert werden, 
bildet einen interessanten Bestandtheil der Einleitung, welche Herr Professor Reuschle 
seinen Tafeln vorangeschickt hat. Kummer. 
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Druckfehler. 



Band 50. Heft 3. 

S. 244 Z. 6 ▼. u. st. ^ +l «0 I. y y+1 — 0. 

— 245 — 11 ▼• u. st. je xu X I. zu je l. 

— 254 — 10 t. o. ist nach haben das Kolon zu streichen. 

— 250 ist in der untersten Zeile nach schneiden st. des Semikolon ein Komma zu setzen. 

— 257'— 6 t. o. soll es heifsen: Also hat der Faden, vermöge der etc. A fM> Schwingung, 1 — 1 

Schwingungsknoten. 

— 262 7 t. o. st* logmir£ I. lognatf. 

Band 53. Heft 1. 

S. IS Z. 4 t. u. st < ±c 1. < c 

d* d* 
.... 25 — 7 ▼. u. st ~ 1. -- 

e* e' 

— 30 — 2 t, n, st dessen 1. dessen Theilnenner 

— 34 — 1 t. o. st u 1. u h 

— 3$ — 6 t. o. it i l. ij^ 

— 42 die Worte: Eigentlich ist etc. bis 8. 50 Z. 3 sind in eine Anmerkung zu setzen. 

— 54 letzte Zeile st qh'- (q—\) 1. qh' a — i 

— 59 Z. 6. t. o. I. ^ A * J ' 

D' 

— 02 - 4 ▼. o. st. und allein 1. allein 

— 08 — 5 t. u. st q 1. 9 

— 77 - 5 ▼. o. st •* I. •'* 

Heft 3. 

-285-9 o. 10 t. o. st ** n+1 und ***+* I. J* und *>" +1 
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